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编著 者 于 1957 年 下 半年 及 1963 年 至 1965 年 曾 多 次 讲授 “局 
部 凸 空 间 与 广 叉 函数 ” 课 1978 年 后 ， 对 原 有 讲义 增加 有 关 大 
范围 分 析 及 拟 微 分 算 子 的 内 容 ， 又 多 次 为 研究 生 讲 授 。 本 书 就 
是 在 这 个 基础 上 写 出 的 . 

广 闵 画 数 (包括 Schwartz 的 秀 布 ) 已 在 数学 的 多 个 分 支 
及 物理 学 、 技 术科 学 中 得 到 广泛 应 用 ， 考 虑 到 近年 来 大 范围 分 
析 流 形 上 的 分 析 ) 及 拟 微 分 算 子 的 重要 性 。 所 以 本 书 把 它们 
与 分 布 理 论 铸 合 赵 来 大 以 介绍 。 事 实 上 ， 流 形 上 的 分 布 已 有 订 
应 有 用， 而 拟 答 分 算 于 及 Fourier 积 分 算 子 则 是 分 布 理论 的 发 
展 ， 三 者 之 加 是 有 所 联系 的 。 

本 书 只 有 三 章 。 

第 一 章 首 金 讲 述 拓 扑 空间 ， 给 出 以 后 讨论 所 必要 的 准备 知 
识 ， 接着 介绍 拓扑 线性 空间 息 别 是 局 部 凸 空间 上 的 泛 函 分 析 ， 
这 方面 的 内 容 在 国内 现 有 书籍 中 还 较 少 讨论 ; 最 项 论述 流 形 上 
有 关 微 分 运算 的 一 些 重 更 性 质 ， 倒 如 没入 、 浸 盖 及 贯 截 等 ， 部 
分 内 容 局 了 微分 拓扑 的 范围 。 流 形 上 的 积分 则 放 宪 第 二 章 ， 以 
在 汪 il 渤 流 形 上 的 分 布 定 义 ， 上 改 于 Stokes 公式 在 两 本 译 书 
(Spivak 的 《 流 形 上 的 微 积分 》 太 Goffmar 的 《多 元 微 积 
分 》) 中 己 布 详细 论述 ， 记 以 本 书 未 作 介 绍 。 

第 二 章 从 理论 竹 较 强 的 局 部 四 空间 的 角度 处 理 广 六 末 数 ， 
马 鱼 深入 揭示 广义 画 数 的 本 质 。 本 章 还 专门 讨论 了 广义 男 歼 的 
习 法 问题 及 除法 问题 ， 这 些 在 国际 现 有 书籍 中 都 是 讨论 得 不 多 
的 ， 只 散 扣 于 期 逢 文章 中 。 

第 二 章 从 已 uelid 空 间 的 Fourier 积分 算 子 【局 部 理论 :区 

* 二。 


别 于 流 形 上 的 Fourisr 积分 算 子 理论 ， 所 得 的 全 局 理论 ) 的 角 
度 介 绍 了 拟 微 分 算 子 。 它 是 近年 来 用 以 讨论 一 般 偏 微分 方程 的 
有力 工 具 ， 并 在 其 它 方面 也 得 到 应 用 ， 

编著 者 讶 向 罗 学 波 同志 吉 示 谢意 ， 他 结合 近 几 年 的 教学 实 
践 ， 每 出 了 第 三 章 的 修订 篇， 在 前 述 和 证 明 方 面 作 了 许 多 补 
充 ， 司 第 三 章 更 便于 阅读 . 
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1， 拓 扑 空 间 及 流 形 


可 微 流 影 理论 在 近代 全 局 分 析 中 起 重要 作用 。 林 章 的 重 眠 
是 介绍 流 形 及 向 量 从 ， 为 此 先 提 及 一 - 般 拓 打 的 某 些 基本 概念 ， 
本 章 的 另 一 重点 是 局 部 凸 空间 及 其 上 的 证 画 分 析 。 


1.1 一 般 拓扑 


1.1.1 拓扑 结构 


一 定 元 素 的 集合 互 = {x,y,…} 称 为 抽象 空间, 而 元 素 
xy，… 则 称 为 吾 中 的 点 。 

为 了 在 E 中 建立 极限 、 收 合 、 连 续 等 分 析 概 念 ， 舌 引进 打 
扑 结 构 。 

定义 1 车 玖 中 菜子 集 类 如 具 下 述 性 质 《〈 所 谓 开 集 公理 )， 

DO， 巨 及 空 集 好 属于 ez 

0，。 8 中 有 限 个 集 的 交 仍 届 杆 用; 

0。 中 任意 个 集 的 并 仍 属于 2 ， 
到 称 台 作成 EE 的 拓扑 结构 《简称 拓扑 ) 全。 称 吾 为 拓扑 空间 ， 
记 为 上 (Ty， 或 简 记 作 包 8 中 集 称 为 户 的 开 集 。 江 集 4 的 余 
集 {或 补 集 ) CA 三 BNA 称 为 了 的 闭 集 . 

可 核验 B 中 所 有 闭 集 的 类 #2 上 其 性 质 ( 所 请 闭 集 公理 )s 

下 ， 三 及 空 集 好 属于 .*3 

瑟 。 有 中 任意 个 华 的 交 仍 属于 .和 


下 ，。 字 中 有 限 个 集 的 并 仍 属于 多. 

五 上 拓 目 结构 也 可 用 上 性质 下 ,一 六 ,的 类 六 定义 ， 这 机 
中 开具 则 定义 为 中 集 ( 周 集 } 的 余 集 . 

对 间 一 抽象 空间 五 可 引进 多 种 拓扑 .作为 画 种 极端 情形 ,可 
皮 瑟 及 空 集 构 感 开 集 类 8， 或 职 E 的 所 有 子 集 ( 包 括 空 集 及 EE) 
构成 开 集 类 5， 容 易 看 出 ， 开 集 公理 在 这 是 种 情形 者 成立， 这 
时 本 应 的 扳 隙 结 攀 分 别称 为 平凡 拓扑 及 离散 拓扑 ， 

定 灾 2 达 上 二 拓 反 了 ,及 了 :车 有 如 下 关系 : 了 :和 开 集 类 Q ， 
包含 TT, 开 和 集 类 下 ,，， 即 马 ; 中 子 集 都 是 ,中 子 集 ， 则 称 了 , 细 于 
或 强 于 ) 了 ，, 了 .和 粗 于 (或 弱 于 ) 了 ,， 若 了 , 回 时 细 于 玉 粗 于 Ta。 
则 称 了 1 及 人 ,为 等 价 的 域 重合 的 拓扑 ， | 

据 定 义 2 刘 。 五 上 最 强 折 扑 为 离 敌 拓 上 站， 最 弱 拓 扑 为 平凡 
拓扑 。 可 注意 ，EE 上 任 二 折 扑 不 一 定 能 比较 强 骅 ， 

定义 8 车 拓扑 室 间 巨 (了 ) 的 集 电 以 会 某 点 x*€ 世 的 开 集 为 
子 集 ， 到 称 0 为 点 x 的 T 邻 域 ， 或 简称 令 坏 。 

车 记 点 x 的 所 有 分 城 组 成 的 集合 为 2(x)。 不 难 核 验 它 具备 
如 下 性 质 ( 所 刘 邻 域 公理 ); 

产 ， mx 不 是 空 集 ， 且 xx 会 于 of 前 千 个 集 ; 

天。 合 w(z) 中 基 个 集 的 每 个 集 ， 属 于 wx? 

站。 v(tx) 中 有 限 个 集 的 交 ， 俏 届 于 v(x)， 

广 ， 对 每 个 UE v(x) ,存在 VEv(x)， 使 对 每 一 点 EY， 
有 UU EvLy). 

可 注意 ， 等 一 含 于 口 的 开 邹 域 ， 都 具有 人 性质 六 ,. 

巨 上 拓扑 也 条 由 瑟 中 所 有 点 的 健 域 类 的 全 体 确定 。 事实 
上 上 ， 设 对 上 中 每 一 点 x 已 给 定 满足 邻 域 公 强 的 非 空子 集 类 # (*)， 

于 是 可 定 光 开 集 口 为 具备 如 下 性 质 的 集 : 
xEOFOEUN)., 《11) 


这 样 的 子 集 类 深 加 空 集 作 成 子 集 类 办 。 容 易 护 验 刀 满足 开 集 公 
理 ， 阁 作成 的 基 一 种 拓扑 结构 T。 但 示 希 证明， 由 这 个 拓扑 全 
产生 的 新 邹 域 类 亚 合 于 原 仔 焉 燃 {20tx) ;x E 五 }。 首 先 ， 由 定义 
3 向,x 的 年 个 全 分 域 会 一 开 集 DO 〇 ,日 OEv(x)。 故 让 人 性质 玉 , 知 。 
* 的 每 个 了 邻 域 属于 v(x) 。 反 过 米 ， 对 给 定 的 UEv(lx)， 作 和 集 
DU = {yy0 EVO)}。 因 xEU,， 上 只 需 让 UE 6 据 性 质 Y， 
知 ， 对 点 y 存 在 广 Ev(y)。 使 对 所 有 z EY， 局 有 UE€0(2)。 由 
,的 定义 知 z2 EU,， 于 是 CU |!， 而 指 性 厂 ; 知 U ,E090(. 
这 表 胃 共性 质 {1)， 册 YEW,, 恒 有 EV?(Y)。 获 U1 EE ， 
注意 到 乙 ,c<C， 印 草 世 也 是 了 都 域 。 肉 此、 两 种 邻 域 类 重合 一 
致 。 

虚 后 常会 讨论 拓扑 空间 的 子 空间 。 因 此 需 诈 到 拓扑 的 相对 
化 原 刚 。 

设 S 为 (TD) 的 于 集 。 把 上 中 开 集 类 多 = (0; 相对 化 。 而 取 
{Sn 口 作为 5S 中 的 于 集 类 ， 可 得 拓扑 个 店 $I 的 导 拓 扩 或 相对 
拓扑 。 则 虱 ， 可 出 五 中 闭 集 类 或 邻 域 类 进行 相对 化 ， 引 上册 S 上 
的 导 朱 扑 ， 但 须 注 意 ，S 中 开 集 或 六 集 不 必 是 EE 中 开 集 或 闭 
集 。 

不 难看 出 ， 对 5S 中 子 集 Q@， 册 S$ 引出 的 导 拓 扑 ， 与 直接 由 
Q 引 出 的 时 拓 扩 ， 是 重合 一 部 的 。 

若 E = UE ， 忆 过 jy j=1,2,…, 且 每 个 户 ) 的 拓扑 
请 为 下 瑟 。， 相册 的 导 拓 扑 刚 称 五 为 拓扑 室 间 列 1 五 让 的 严格 
归纳 极限 。 当 有 生 仅 当 U 门 五) 为 } 中 零 元 领域 时 ,为 中 零 元 
邻 城 . 

正面 引进 点 列 的 收 敏 狂 及 极限 点 概念 。 

定名 4 车 对 拉 拓 空间 五 CT) 中 点 列 {1xi， 存 在 点 y 所 三 具 

EE 3 和 


性 质 ， 对 yx 的 任 一 邻 城 ， 有 相应 的 正 数 访 ， 和 使 当 # 写 六 时 。 总 
有 Xs EU， 划 称 点 列 {zal 收 征 于 点 3( 英 于 扼守 本 )， 或 称 y 为 
玫 点 询 的 一 个 极限 点 。 

游 考 虚 一 点 x 物 昕 方 邻 碱 ， 不 多 过 于 论 茶 ， 央 此 人 须 挑 出 一 
些 若 本 的 令 域 。 这 说 引出 如 下 的 定 头 ， 

定 炙 5 顶 护 宝 间 在 点 * 章 所 有 邻 城 的 类 J (4 的 子 闫 uw(%*) 
中 ， 阁 使 5 C(x) 中 每 一 地域 必 会 #5 中 一 邻 战 ， 则 242 称 为 x 的 
都 域 基 。 志 中 所 和 有 点 的 都 域 基 的 全 休 # = {U(x) XE 上 台 } 称 为 E 的 
都 域 基 或 基本 邻 域 系 。 

于 是 可 所 到 如 下 的 可 列 公理 

第 一 可 烈 公理 ”无 中 每 点 有 订 列 的 名 域 赴 ， 基 x 的 邻 域 基 
由 可 列 个 邻 城 组 成 。 

可 注意 ， 在 上 以 锐 --- 可 列 姓 的 空间 ， 收 合 幅 可 用 序列 涯 六 ， 
从 可 列 个 邻 域 可 选 出 点 列 。 

第 二 可 列 公 理 瑟 平 二 有 本 区 了 购 倒 城 共 。 

例如 ，?# 维 Euclid 空间 天 " 注 呈 第 二 末代 会 班 ， 以 有 再 点 


为 它 、 C=1,2,…) 为 准 经 的 于 球 列 ， 就 组 威 尼 * 前 可 列 前 


邻 域 基 。 

特别 ， 对 由 开 集 组 成 的 邻 域 医 4(X)， 指 邻 域 公 是 让, 一 了 ， 
及 上 而 的 讨论 ， 可 校 验 下 桓 的 Bausdor 生 公理 成 广 : 

吾 ; 每 点 x 宝 少 有 一 和 邻 域 属于 4(x)， 卫 x 含 J:4(X) 的 每 个 
元 中 ， 

如 8。 2(*) 中 二 元 的 这 会 及) 中 菜 元 3 

如 六 点 2 会 于 广 E8%)。， 则 有 型 EMKY)， 和 使 玉 CV， 

大 过 求 ， 周 具 性 质 瑞 ,一 吾 的 邻 域 基 # 岂 可 确定 上 拓扑 
结 移 。 这 时 上 只 需 对 # 添 加 芋 中 较 天 子 集 ， 些 作成 具 性 质 矿 ,一 广 ， 


+ 


的 邻 域 类 即 可 . 

浅 二 储 域 基 # 及 sw/ 确定 世上 等 价 拓 扑 , 即 称 为 等 价 邻 域 基 ， 
出 这 个 定义 容易 推出 经 常用 到 的 -- - - 

Hausdorff 准 则 瑟 了 上 二 邻 咸 基 x 及 到 等 价 的 充 要 条 件 嘴 
下 任 一 点 < 在 xs 中 的 每 个 邻 成 ， 舍 x 在 风 中 的 某 个 邻 域 : 上 扩 
之 亦 然 。 


1:1,2 分 离 公理 

为 了 使 拓扑 空间 二 中 的 收 化 性 有 较 彤 定 和 的 意义 ， 同村 世 为 
了 使 瑟 中 闲 集 上 其 伞 涂 ， 还 须 在 二 中 引进 不 回程 度 的 分 离 公 理 。 

Tu 公理 辟 中 任 二 不 同 点 中 。 诸 少 有 - :点 有 个 省 粤 一 成 的 
邻 域 。 

注 足 荆 ,公理 的 拓扑 空间 称 为 T ,空间 。 

公理 了 中 许 一 不 同 点 ， 和 从 有 不 沼 另 -点 的 邻 城 。 

洲 足 六 ,公理 的 拓扑 空间 称 汶 ,空间 、 

7 了 :公理 三 中 任 二 不 同 点 有 不 相交 的 邻 域 . 

游 足 工 ;公理 的 拓扑 空间 称 沪 T; 空 间或 分 离 空 间 也 称 为 
Hausdorif 宅 间 。 

Ts 公理 于 中 任 一 点 % 及 不 会 < 的 任 一 闸 集 严 ， 有 不 相 变 的 
都 域 ( 任 … 集 冯 的 邻 城 定义 为 以 含 好 的 某 开 集 为 子 集 的 集 )。 

满足 Ts 公理 的 拓扑 空间 称 为 空间; 若 了 as 空 间 还 满足 
公理， 见 称 为 正则 空间 . 

7 公理 王 中 任 二 不 相交 闭 集 有 不 相交 的 邻 域 . 

满足 TT, 公理 的 拓扑 空间 称 为 ?7, 空 间 ; 车 T, 空 全 还 满足 
TT 公理 ， 即 称 为 规范 空间 。 

注 1 有 些 书 分 别称 满足 ?或 7 公理 的 空间 为 正则 空间 
或 规范 空间 车 还 满足 TT 公理 ， 凤 分 别称 为 Ts 空间 或 T, 空 
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间 ; 而 与 这 里 的 屿 义 恰 怡 相 反 。 这 当然 没有 和 守 么 原则 性 的 区 
别 。 本 书 认为 ， 称 满足 了 ij 公理 的 空间 为 太空 间 ， 是 更 为 合理 
的 ;事实 上 ， 册 有-- 些 书 是 这 样 命名 的 。 

现在 阐明 TT, 公 理 的 意义 。 

定理 1 拓 压 空间 EE 中 单 点 集 为 闭 集 的 充 贤 笨 件 是， 巨 为 
| 空间. 

证 充分 性 变 五 为 了 空间 。 浊 关中 任 一 点 已 ， 记 其 祭 
集 为 .UV =EEN{P}. 据 了 | 公理， 对 坟 中 和 着 点 G， 存在 开 集 
Vt， 使 PEF , 故 挛 (QQ)CC。 于 是 = YC) 为 上 中 
开 集 ， 随 之 半点 集 { 卫 } = NU 为 闭 集 。 

必要 性 ” 若 世 中 单 点 集 都 是 孙 集 ， 则 对 近 中 任 二 相同 点 己 
及 @， 记 六 =-C{Q})， 六 ,=C{P}， 即 矿 及 玉 和 分别 是 1QT 及 
{ 卫 } 的 人 集 ， 岂 了 :及 三 :都 证 开 集 ， 且 玉 ,基点 已 的 邻 域 ， 而 不 
会 G 天: 是 点 驴 的 都 域 ， 而 相合 已 。 故 了 ,公理 得 到 满足 ， 于 是 
五 必 为 空间. 

汐 子 阐明 上 人 述 诸 分 离 公 理 的 瘟 义 及 区 别 ， 下 面 举 儿 个 昌 属 
人 为 但 极 有 启发 性 的 例子 。 

例 1 设 琴 仅 由 二 点 组 成 。 定 义 巨 中 开 集 类 # 避 全 空 集 及 
三 。 显 然 ， 这 个 拓 插 空间 不 狂 吓 任 一 分 离 公理 。 

俩 2 连通 双 点 空间 已 由 二 点 6,B 及 如 下 拓扑 所 确定 ，o2 = 
{证 ,a, 上 }。 这 个 于 集 状 # 显然 满足 开 集 公理 。 容易 党 出 , 吾 为 
TT, 空 间 。， 租 非 T ,空间 ， 

例 3 取 线 上段 0<< % 起 1 及 其 通常 拓扑 (地 数 轴 . 上 通常 开 集 类 
确定 的 拓扑 )， 香 添加 点 上 >>1， 而 以 任 一 由 上 及 [0,1] 除去 有 
限 个 点 组 成 的 集 作 为 的 邻 域 。， 叮 以 验 邻 域 公理 玉 , 一 ,成 
立 。 且 所 得 拓扑 空间 为 了 ; 空间 。 但 非 了 :空间 。 

关于 :空间 而 非 开 ,空间 或 正则 空间 ， 以 及 正则 空间 而 非 

中 [3 本 


规范 空间 等 情况 的 例子 。 可 参看 有 关 一 般 拓扑 的 书 ， 
汶 了 说 明 7 ,空间 的 重要 意义 ， 先 作 各 下 的 考察 ， 
设 邓 沪 折 外 空间 五 的 某 子 集 。 落 点 并 € EE 的 每 个 邻 域 至 少 
合 取 中 一 点 ， 即 称 和 为 好 的 船 点 。 邓 的 触 点 的 全 体 称 为 形 指 闭 
包 ， 记 作 有 证。 容易 核验 闭 包 县 性 质 ( 闭 包公 更 )， 
HB, MUN-M 
HBH: Me 
FH: 1 -= 好 ， 
HB: 捷 = 他 ， 
易 知 当日 仅 当 A = 有 4 时 ， 集 4 为 闭 集 ， 
车 点 x EE 的 每 个 邻 域 至 少 包 含 放 中 不 向 于 x 的 一 个 点 ， 则 
称 x 为 夺 的 府 点 。 不 难 奸 出 ， 当 县 仅 当 x 为 肚 的 碧 立 点 ( 即 ，x 
月 一 驾 域 ， 陈 x 外 不 会 时 中 其 它 的 点 ) 时 ， 般 点 不 为 请 点 。 故 集 
训 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 ， 开 包含 它 的 所 有 隧 点 。 
车 点 x* 随 其 某 邻 域 介 于 由 ， 即 称 x 六 并 的 肉 点 ， 计 的 内 点 


之 全 体 称 为 机 的 内 部 ， 记 作 IntMM 或 检 ， 
点 。 每 个 团 集 含 其 边界 每 个 开 集 不 售 边 界 乓 。 

若 好 玫 丈 ， 称 集 N 在 M 中 称 。 若 六 = 三， 称 六 为 处 处 角 集 
若 Iat 丈 = 名 ， 称 入 为 硫 集 。 可 列 个 杖 集 的 并 称 为 这 一 纲 集 : 
非 第 一 网 集 称 为 第 二 纲 集 ， 

车 瑟 中 有 可 询 的 处 处 秽 集 ， 即 称 巨 为 可 分 空间 。 

现在 揭示 7T; 空 间 的 一 个 性 质 。 

定理 2 本 ;空间 任 一 点 的 所 有 闭 邻 域 的 交 仅 全 此 点 ， 

香 了 全 


证 设 x* 给 定 ，23 为 不 同 于 xo 的 任 一 点 。 据 卫 : 公 理 知 有 
邻 域 U(x 0),V (yy)， 使 已 门 入 = 店 ， 旅 y 不 为 U 的 卫 点 ,和 随 之 不 
会 于 噩 ， 故 定理 的 断定 是 正确 的 . 

由 定理 2 特别 得 知 Tz 空 间 的 单 点 集 也 是 闭 集 。 故 对 了 : 空 
局 不 必 附 加 TT 公理， 而 对 了 或 了 空间 ， 则 有 此 必要 。 

据 上 记述 ， 知 Ts 空间 的 闭 集 、 开 集 ， 与 "中 的 点 集 沦 更 
为 接近 。 

推论 1 人 有 有限 集 上 唯一 的 7 拓扑 〈 即 具 7s 公 理 的 拍 扑 结 
构 ? 是 离散 折 扑 。 


1.1.8 连续 映射 


设 44 是 由 拓扑 宝 闻 五 ,到 五 * 的 映射 ， 对 每 点 YE 三:， 有 乓 
-44xE 五 s 与 之 机 对应。 有 时 也 称 4 为 凡 达 , 作 定 义 域 而 值 域 属于 
瑟 ,的 视 象 函数. 映射 也 称 为 变换 或 算 子 ， 岗 射 4 世 作成 中 
子 集 3 到 记 , 的 决 对 ， 而 称 为 4 在 3 工 的 缩 导 ， 记 作 忆 |s， 出 简 
记 作 妃 。 问 样 ，4 还 作成 ,中 子 集 类 到 EE 中 于 集 类 的 映射 , 仍 
记 作 A， 这 时 称 4MCE; 为 导 忆 E, 的 象 集 或 象 , 必 则 称 为 AM 
的 原 象 : 特别 ，AEB, 称 为 | 在 映射 < 下 的 象 空间 或 慎 域 ， 

巨 ,到 及 ;中 的 一 对 一 有 映 和 时， 称 为 单 射 战 内 射 ， 瑟 :到 世上 
的 上 映射 ， 称 为 满 射 或 一 射 ， 内 射 而 落 盖 射 ， 称 为 双 射 。 

著 妈 为 内 射 ， 记 yy = 4xz*， 岂 由 允诺 < = A471y 得 4 到 上 上， 
上 的 映射 4 5， 称 乱 妈 的 赣 上 映射 ， 或 简 黎 为 4 的 道 。 落 4 不 是 
内 射 ， 则 不 他 在 点 与 点 间 的 道 喘 对 ,但 可 取 4 五 ,中 每 个 子 集 六 
的 原 象 -1N 与 NN 计 应， 这 时 AI1N=1x:AXEN,xEEL}. 
改 对 任 一 病 射 4， 可 定义 471 为 由 4B ,中 于 集 类 到 瑟 | 中 子 集 
类 的 映射 ， 背 六 为 吾 : 中 任 : 一 子 千 ， 只 蛛 4 五 站 六 六 好 可 再 
解 A-1N = 414E)， 
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定义 6 上 汪 4 映 瑟 , 中 开 集 为 上 :中 半 集 ， 出 称 4 为 开 映 射 ， 
闭 映 射 可 类 亿 地 定 尖 。 对 47"! 也 可 引进 同样 定义 。 

映射 4 若 在 点 xo Bi 具 性 质 ， 对 AX4 的 每 个 邻 城 六 CE;， 
存在 % ,的 相应 邻 咸 UCE,， 使 得 A4USCF， 凤 称 映 射 扣 在 点 xn 
连续 。 车 站 互相 折 有 的 点 连 针 , 则 多 /4 在 太 , 上 为 连续 映射 ， 
或 简称 4 为 连续 屿 射 ， 

现在 可 和 叙述- -个 基本 定理 。 

定理 3 三 ;到 总 z 的 上 映射 好 的 下 列 上 性质 是 等 从 的 ， 

1) 了 为 连续 是 章 

2) ”A ! 海 开 有 映射 

3) 4 为 闭 映射 ， 

证 车. 全 :为 开 评 射 ， 则 对 4 的 每 个 井 邻 域 广 ， 得 x*。 的 
开 邻 域 U = 4 :大 ， 策 4C7CF， 故 4 在 *o 连 续 。 因 x 汶 世 : 中 
任 一 点 ， 故 才 在 五 ,起 连续。 

反之 ， 若 4 连续 旦 村 为 4 五 :中 开 集 ， 则 对 4xvE 虹 ,存在 
44x0 的 邻 城 F 广 二 2 好， 由 连续 性 知 存在 2 的 邻 域 芒 Cd4 8， 故 
Xo 汶 有 -1 本 的 内 点 。 亿 Xo, 可取 为 4 1M 中 任 一 点 ， 束 如"! 训 为 
五 ,中 并 集 ， 随 之 4 ! 汶 开 映 射 。 

最 后 ， 因 4 1: 把 4 五 NE 了 肌 为 五 4 ， 帮 A7! 当 和 且 
仪 当 它 浆 阁 上 映射 时 为 开 鼎 射 。 定 型 证 素 ， 

注意 当 连 续 肌 射 4 为 内 身 时 ， 寻 :不 必 连 续 。 若 连续 映 射 
4 的 赣 4-: 也 连 疆 ， 即 称 4 为 同 历 映 射 或 简称 同 胚 ! 这 时 空间 
瑟 | 及 AE , 称 汶 同 肘 的 。 


1.1.4 连 脖 性 与 紧 性 
据 扩 空间 二 者 不 为 二 韭 空 的 不 相交 开 集 的 并 ， 即 称 为 连 表 
室 间 。 等 价 前 定义 征 ， 吾 不 为 二 惠 空 的 本 入 变 闲 集 的 并 ， 或 避 
本 号 ,= 


不 合同 时 为 开 及 闭 的 真子 集 。 

五 的 子 集 S 若 在 导 拓 扑 下 为 连通 空间 ， 印 称 为 如 的 连通 子 
集 。 车 EE 中 征 二 点 都 属 半 同一 连通 子 集 ， 则 上 为 连通 空间 。 

五 的 非 空 连通 子 集 3 车 有 具 性 质 ， 含 8 的 唯 -连通 集 是 8 本 
身 ， 则 称 S 为 瑟 的 一 个 分 集 。 

若 互 的 每 一 点 都 有 一 个 连通 邻 域 ， 即 称 所 为 局 部 连通 的 。 
可 核验 ， 局 部 连 遂 空间 在 开 连 续 上 映射 下 的 象 集 也 是 局 部 连通 
的 在 局 部 连通 空间 ， 各 个 分 集 同 时 为 开 及 闭 的 。 

定理 #4 设 五 为 连通 空间 ， 了 为 由 五 到 实数 域 丸 中 的 连续 
库 数 ， 则 上 取 到 任 二 不 间 昔 7 (x) 及 f(y) 闻 的 每 个 信 ， 

证 不 妨 设 f(x)<f Cy)。 若 f 不 取 值 aE (fx), (9))， 
记 U = xo 了 (x) <g}， 矿 = {yosf(y0) 六 4}， 则 EE 人 至 人 少 有 本 
直下 相交 的 分 全 珀 及 扩 ， 而 与 号 的 连通 性 撒 定 不 符 。 故 定理 
真 。 

设 el) 为 出 [90,1] 到 拓扑 空间 二 的 连续 映 射 。 若 <50) = 
c(1) = xEE， 则 称 cD 为 瑟 中 过 点 x 的 园 。 若 存在 连续 映 射 
万 人 mr，0<bzrS1， 使 对 所 有 的 71EF0, 1] ， 有 (0) = 
cf 扩 ， 五 (1) =<， 则 称 图 为 可 缩 的 。 若 折 扑 空间 五 中 过 
尾 一 点 的 任 一 个 贺 痢 是 可 缩 的 ， 则 称 五 为 单 连通 空间 . 

连通 性 号 拓 瓜 空间 的 同 胚 不 变性 质 ， 即 在 同 凸 映射 T， 连 
通 性 不 被 破坏 。 拓扑 空间 的 另 一 重要 遍 凸 不 变性 质 是 紧 性 。 

拓扑 空 癌 刀 中 的 开 集 族 { sj， 若 县 性 质 ，LJ Us= 避 ， 即 


称 为 互 的 一 个 开 覆 盖 { 族 )。 若 对 瑟 的 每 个 开 儿 次 可 选 出 有 限 的 


子 履 盖 >, 芝 oj = 已 ， 则 称 五 为 紧 空 间 ， 瑟 的 了 集 人 SS 车 在 导 扼 
j=1 


扑 下 为 紧 空 间 ， 即 称 为 互 的 竖 子 集 ; 兰 3 有 紧 的 闭 包 ， 旬 和 碎 3 
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为 相对 紧 集 。 闪 请 中 每 点 有 考 域 ， 洪 闭 包 为 紧 集 ， 划 称 巨 为 启 
部 紧 的 。 车 互 中 每 个 点 列 有 收 仇 于 吾 中 一 点 的 子 列 ， 则 称 吾 为 
列 紧 的 。 

紧 空 间 必 为 局 部 紧 的 ， 反 之 则 不 然 。 例 如 部" 为 局 部 紧 的 ， 
而 非 紧 空间 。 

堵 对 每 个 忆 。， 存 在 pp， 使 二 。C 斑 *， 则 三 的 覆盖 1C el 称 
为 覆盖 { 严 o 的 加 细 。 车 总 中 每 点 x 有 邻 域 局 ， 只 与 有 限 个 避 。 相 
交 ， 贡 瑟 的 覆盖 {C o} 称 为 局 部 有 限 的 。 若 忌 的 每 个 开 覆 益 有 
局 部 有 限 的 加 细 开 改 盖 。 则 称 瑟 为 次 紧 的 ， 

定理 5 设 瑟 为 具 第 一 可 列 性 的 暴 空 间 ， 则 二 中 任 一 点 列 
{xa} 有 收敛 的 子 列 ， 

证 用 反 证 法 。 可 设 所 有 的 xs 各 不 相 局 。 因 列 {xa} 无 收 
化 的 子 列 ， 则 每 点 Yas 有 邻 域 芝 。， 不 舍 其 它 上 4m， 扩 所 4#。 因 瑟 
满足 第 一 可 列 公理， 收敛 性 可 用 序列 收敛 性 表述 。 但 因 {xnj 无 
收 仑 子 列 ， 故 {x。} 除 每 韦 x。 外 ,无 其 它 般 上 ， 即 {xX} = {xn} ， 
这 表 胃 {xs} 为 闭 集 。 于 是 得 吾 的 并 枚 放 {Un} 及 C1xw}， 而 无 
有 限 的 子 覆 盖 。 这 与 紧 性 假定 不 符 ， 天 定 理 成 立 ， 

定理 6 人 :空间 瓦 的 每 个 紧 集 3 为 闭 集 。 

证 设 xECS，yE5S， 则 x,y 有 不 相交 的 邻 域 ， 因 3 为 紧 
集 ，x 与 S 有 不 相交 的 邻 域 。 事 实 上 ，S 可 由 有 限 个 开 集 所 覆 
付 ， 而 据 定 保 3，% 的 所 有 闭 邻 域 的 交 上 只 合 点 x， 效 x* 有 分 域 ， 
不 与 覆盖 $ 的 有 限 个 开 集 相交 。 这 表明 x 有 邻 威 属于 CS， 而 为 
Cs 的 内 点 。 和 框 因 * 为 CS 中 任 一 点 ， 歌 Co 为 开 集 ， 涟 之 其 余 保 
5 为 闭 集 ， 

定义 7 若 局 部 紧 空 间 豆 为 可 列 个 紧 集 的 并 ， 即 称 互 在 无 
限 记 处 为 可 牙 的 。 

注 # 次 紧 空 间 必 为 规范 空间 。 局 部 紧 空 间 为 次 紧 空 间 的 
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充 要 条 性 是 ， 它 是 在 无 限 远 处 可 列 的 局 部 竖 空 间 族 的 并 ( 没 
Bourbaki, Topologie Générale Chap, 17,810.12, Theorem 
5. Act., Sci, et Ind No. 1144, Paris(1947)). 


1-1-5 其 它 拓扑 概念 

没 给 定 集 已 ，，…, 至 *。 用 局 记 所 有 = 重点 x= 《x，，…,%n) 的 
集 ， 其 中 x EI， j=1,…sn, 或 记忆 = 在 E， 而 称 为 集 
已 ;的 集 积 或 Descartes 积 。 车 局 ;都 是 拓扑 空间 ， 则 已 也 是 所 
扑 空间 而 以 VCO = 了 LUsCxy) 作为 点 x* 的 邻 域 基 ， 这 里 
Uy(%) 是 点 *3 在 世 y 中 的 任 -- 邻 域 .这 时 际 为 世 ，,…, 忆 的 拓 
扑 积 ， 仍 记 为 已 = 开刀。 上述 定 义 也 可 用 于 任意 个 因子 的 傅 
形 。 落 给 定 指标 集 4 = {a} 及 集 族 {Ee}， 记 = 了 上。 为 所 有 


的 点 x = (x 1%2，… ;Xa;…) 的 集 ， 其 中 Xe EE。， 仍 称 为 {Eo} 
前 集 积 。 若 上 a 都 是 拓 折 空间 ， 则 萄 EE 为 {Eo} 的 拓扑 积 ， 而 以 
U = LU atxe) 作 为 x 的 分 域 基 ， 这 里 口 y(xc) 是 *o 在 Fa 中 的 


任 一 都 场 ， 且 除 有 了 跟 个 < 外 ， Ua= EBs, 辣 记 有 的 二。 = EE ，， 划 
其 拓扑 积 可 记 为 E24 特别 当 指标 集 4 = 行 ,23,…,n}) 时 ， 记 为 
上 9; 尖 有 4= {1,2 有 时， 记 为 9。 例如 当 瑟 ;为 实数 域 R 时 ， 
"为 n 维 Enclid 空 间 ; 六 ?为 记 有 实数 列 的 空间 当 五 ,= [0,1] 
时 ， 拓 扑 积 忆 4 记 为 74， 称 为 Hilbett 军 行 体 ， 

由 五 = 匡 忆 = 的 点 % 到 点 xc 所 吕 < 葛 映射 己 。， 称 为 E 到 Ew 上 
的 拔 影 , 而 为 连续 瞻 射 。 可 注意 ,三 上 拓扑 是 使 所 有 古 。 连 续 的 最 
弱 拓 扑 , 事实 上 上 , 因 己 < 连续 , 故 开 邻 域 C 。C%a) 的 原 象 HU a (Xs) 
为 开 集 ， 因 而 为 < 在 去 中 的 邻 域 。 因 有 限 个 开 集 的 变 才 是 开 


a 上 安 汪 


集 ， 秦 障 有 限 个 外， 取 其 余 扬 有 Us= 瑟 。 于 是 由 上 述 康 香 
道 过 有 限 的 迹 运 算 ， 可 得 瑟 中 给 定 邻 域 基 的 所 有 邻 城 。 著 换 五 
中 拓扑 为 更 弱 拓 了 扑 时 ， 厂 就 个 再 是 连续 上 映射。 

次 7 为 拓扑 积 巨 , x 五 ;到 拓扑 空间 下 的 蜡 射 ， 且 在 点 (x?， 
%* 引 连续， 则 由 吾 , 到 斑 的 映射 + 一 了 (x1 ,x*!1) 在 感 x? 连续 8 同 
样 ， 映 射 Y* 一 (xxi 在 点 %} 连续 。 这 是 所 请 的 部 分 连续 性 
了 对 x ;及 % ;的 同时 部 分 连续 ， 称 为 分 别 连 续 性 。 祖 对 于 这 种 部 
分 或 分 别 连续 性 ， 对 (x1,x2) 的 连续 性 可 和 丈 为 整体 连续 性 ， 在 
多 因子 的 拓扑 积 中 ,类似 的 定义 是 显然 的 。 容 易 厦 出 ， 出 整体 
连续 性 可 推出 部 分 连续 性 ! 反之 不 必然 。 

最 后 考虑 商 空 间 。 证 在 全 $S 上 给 定 双 元 关系 一 ， 使 对 所 有 
的 点 x ,y,z€ 沪 有: 

1》 反射 性 mxZ5 

2) 对 称 性 车 x 一 y， 则 yx 

3)》 传递 性 ”车 x 一 四 3 一 2 出 关 一 2 
即 称 一 为 等 价 关 系 。 定 六 < 的 等 价 类 [Y J] 为; 

[x]= {253? 一 3 ES， 
所 有 等 价 类 的 集 ， 记 作 3S/， 称 为 5 关 于 等 价 关 系 一 的 商 集 ; 
而 映射 
TF0/ 1r Lx], 
则 称 为 卜 则 投影 。 易 知 S 是 所 有 等 价 类 的 并 , 设 E 为 拓扑 空 
问 ， 一 为 其 中 某 等 价 关 系 ， 则 五 / -上 由 半 和 集 类 
{UUCE/ ,rz 1(U) 为 B 中 开 集 } 
构成 的 拓扑， 称 为 商 拓扑 ， 瑟 /~ 称 为 商 空 间 。 反 之， 由 EE/~ 
上 拓扑 也 订 吉 进 五 让 拓扑 ， 
10.0= zs 1(0), UU 为 E/~ 中 开 集 }. 
例 4 考虑 届 * 中 等 价 关 系 一 : 
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Cai502) 一 00156,)， 当 卫 仅 当 41--5 EZ (=1,2) 了 时 ， 这 
里 Zz 为 整数 集 。 容 易 核验 它 确 满足 要 求 1 一 3), 记 TT: 寺 Rf， 
而 称 为 环 面 。 

可 类 伺 地 定义 # 维 环 面 了 "。 

关于 一 般 拓扑 ， 进 一 步 可 参看 

工 , A.Steen, J,A.Seebach, Counterexample in To~ 
pology, Springer- Verlag, Berlin (1970) 及 陈旧 平等 译 ， 一 
般 拓 扑 学 ，1982， 华 东 师 范 大 学 出 版 社 。 


1.2 拓扑 向 量 空间 


1.2.1 一 般 性 质 


设 下 为 任 一 具 零 元 及 单元 的 城 ， 岗 如 实数 域 下 :及 复数 域 
CI。 到 寺 的 向 基 空 间或 线性 空间 瑟 为 共 如 下 线性 结构 的 集 ; 

工 ， 允 任 二 后 YE 瑟 ， 定 义 有 x+ E 五 ， 旧 五 关于 运算 
+ 作成 可 换 群 ， 

荆 。 对 每 个 4E 长 及 xE€EE， 定 义 有 0xEEE, 且 对 性 二 元 0， 
bEKRX,yEE, 有 

Cabyx = 0cBx); (YX 二 = 二 GAS (ot+ Dx=ax+bx, 
显然 ， 儿 性 空间 有 零 元 ， 记 作 0， 而 共性 质 : x*+0=0, a: 


符 和 在 五 上 还 定义 有 分 融 的 并 与 线性 结构 相 容 的 拓扑 了 时 ， 
即 称 五 为 拓扑 向 量 空间 或 拓扑 线 竹 空间 。 所 谓 帮 扑 结构 了 与 钱 
性 结构 竹 容 ， 万 招 皮 射 
{TY 二 《如 ax 
甘于 插 扑 了 为 连续 映射 。 
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出 两 种 结构 的 模 容 性 知 ， 谈 射 Y x 二 Xo 及 %>axto 于 站 都 
是 靖 到 上 的 同 厦 映射 。 若 车 # = {UU} 是 上 中 零 元 的 邻 域 藉 ， 则 到 
中 任 一 点 x 的 邻 域 臣 是 {x+U}。 因 些 ， 对 于 线性 空间 ， 只 需 对 
零 元 引进 相 容 的 拖 扑 ， 便 可 得 到 拓扑 谎 性 空间 . 

以 后 取 下 为 实 或 复数 域 . 

定理 1 设 瑟 ( 了 ) 是 域 去 上 的 拓扑 线性 空间 ，# = { | 为 五 
中 零 元 的 邻 域 荐 ， 则 有 : 

TL 对 每 个 UE4， 有 VE#， 全 广 + FCU， 这 里 了 六 + 玉 
= {x+y: YXx,yErV}s 

了 TL，。 对 每 个 U E44， 有 六 E44, 使 当 |ol 所 1 时 ，aV CC 

7 工 。 对 每 个 区 E8 及 xE 瑟 ， 有 自然 数 ro= #0lx, 口 )， 使 
当 n2Bo 寺 ，X EnU, 

证 了 荆 /表明 小 射 (x,y) x 二 7 丁点 (0,0) 的 连续 性 。 由 
ax 在 人 0,0) 的 连续 人 性 知 ， 对 se>0， 有 了 友 Enm 使 对 所 省 的 xE 友 
及 1c1<e。 有 axE 避 ， 故 7 工 : 当 取 玉 = sfV 时 成 立 。 最 后 ， 若 


TL, 不 成 立 ， 则 在 在 x € 碧 ， 不 会 于 任 一 个 LU， 于 是 Lx 


已 ， 而 与 乘积 运算 cx 前 连续 性 要 求 不 符 。 定 理 证 毕 。 

定义 1 上 中 集训 车 具 性 大 对 任 一 点 XEB,， 存 举 Do= 
Pofxy 侍 当 P 六 po 时 ，xwE 0 于 , 即 称 好 为 委 吸 集 。 集 好 若 且 性 
质 ， 对 每 点 xE 开 ， 当 |e| 委 1 时 ， 闪 有 axE 虹 ， 即 称 形 为 心 实 
称 集 。 集 入 = az，|c|<1，xE 1 } 称 为 好 的 心 实 称 包 。 

推论 1 每 个 拓扑 向 量 空间 总 有 内 心 实 称 的 知 上 豚 集 作 成 的 
零 元 邻 域 基 。 

事实 上 ， 了 Ls 吉明 零 元 领域 为 香 豚 集 ， 而 中 了 了 Ls 知 

LJ UUE pb ) 为 心 实 称 的 。 


和 如 4 志 
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定理 2 ” 设 钱 性 空间 三 有 子 集 类 zs= {0D}, 上 其 人 性质 人 TL 一 

了 工 * 及 1.1.1 性 质 妃 ,一 豆 :， 且 站 区 = 10}， 别 由 仓 域 基 
{Ui Cx) = taU,: UEu, OaoEK} 

十 确定 拓扑 了 ， 使 巨 成 为 拓扑 线性 空间 ， 

证 首 瑟 中 定义 开 集 为 对 洪 中 每 生 x 含 其 一 邻 域 U(x) = 
x 十 Q 工 的 集 ， 添 上 空 集 ， 作 成 美 捐 。 易 核验 加 满足 开 集 公 理 的 
要 求 ， 攻 得 拓扑 工 。 为 核验 了 :公理 ， 对 五 中 性 二 不 同 点 x 及 y， 
因 人 0 = {10+， 知 有 区 Eu， 司 Xx 一》 FEU。 取 六 为 心 实 称 集 ， 使 
+VCU， 则 tx+ 了 人们 (y+ 了 7) = 名， 国营 不 然 ， 册 有 21， 
32， 合 X% 寺 2 = 十 22 湖 之 XY 一 y=22 一 2.1 EV +(C—F)= 
+ CU 而 得 举 盾 。 映 射 (x,y) 一 x+y 在 各 (xuoyyo) 的 连 
续 性 由 {xo 于 二 Cy 了 CXo++Y 60+ 局 推出 ) 映射 fa) xX} -> 
ox 在 点 (96%0) 的 连续 性 可 如 下 核验 ， 取 心 实 称 邻 域 UEw， 作 
2o%n+E， 设 1 过 m， 作 心 实 称 集 广 ， 使 人 三 + 和 二 太一 记 


据 T 上 ,， 存 在 no。， 使 当 n2zn6o 时 ,有 xs。E nV。 车 la 一 ao|<s 工 ， 
xExo+r, 则 上 志 
好 入 一 oNp i CG— Go xo t+ CG— G0) XN— x) + an (KA), 
(ny)=8, (ea 一 so)(x 一 xo) € FV Er 


以 有 Gaokx 一 xXo) Em 广 有 
qaxE€axo t+V + tm Ceoxe tl, 


也 是 定理 得 证 ， 
1.2.2 局 部 凸 空间 


下 面 引 进 一 娄 重要 的 拍 扑 线性 空间 。 
定义 2 ” 招 丰 线性 空间 吾 若 有 由 凸 集 组 成 的 零 元 邻 域 基 ， 


a 让 二 


即 称 为 局 部 凸 空间 ， 相 序 折 扑 结构 称 为 局 部 凹 拓扑 。 

辐 径 屿 集 的 定 交 ， 车 由 x%,yEN，a,b 守 0，a +5=1, 己 有 有 
ax+ByE 时 ， 则 称 闻 为 凸 梨 。 若 不 恨 定 as，8 为 非 负 数 ， 甚 至 
容许 为 复数 ， 网 当 |al+ ia =1 时 ， 对 xyE 计 ,总 使 x+ByE 
并 ， 即 称 划 为 绝对 凸 集 。 对 任何 集 认 GE 五 。 含 闪 的 所 有 凸 集 的 
交 称 为 立 的 凸 包 ， 记 作 C( 六 )。 可 类 似 地 定义 上 六 的 绝 对 凸 包 . 

易 知 任 一 零 元 邻 域 忆 < 总 舍 有 绝对 凸 的 零 元 都 域 。 故 由 推 
论 1 知 ， 局 部 是 空间 有 当 绝 对 凸 集 组 成 的 零 元 邻 域 基 . 

定理 3 设 在 线性 空间 二 中 存在 上 其 1.1.1 性 质 瑞 | 一 瑟 ; 的 香 
吸 的 绝对 凸 集 类 u= {Uo}， 岂 Us = {0}， 生 对 p>0 有 pUs Eu 


则 以 # 为 零 元 邻 域 基 ， 可 得 局 部 凸 空间 上 (TT); 且 每 个 局 部 廿 
空间 可 如 此 得 到 。 
这 是 定理 2 的 直接 推论 。 因 由 绝对 凸 人 性 有 


BUat3UaCUs, 


歼 取 斑 = 二 Ve， 即 知 T 工 ;成 立 。 其 它 更 易 核验 。 据 定理 3 后 的 


讨论 ， 知 每 个 局 部 凸 空 间 确 可 如 此 得 到 。 
实际 应 用 时 ， 常 借 记 谓 半 范 列 来 定义 局 部 凸 空间。 
定义 8 线性 空间 EE 上 的 实 函 数 p (x) 和 车 上 共性 质 : 
N: p20, p(0)=0, xEE, 
Ne plax)= |alp(x), xEE, aEk, 
Ns Plxt+y) Epx) + py), x,yEE, 

即 称 汐 上 半 范 。 若 还 上 性 质 ， 
N, plx) =0<>x=0, 

则 称 p (x) 为 范 ， 记 作 [x[= p(x)， 
通常 称 六 :为 三 角 不 等 式 ( 关 于 半 范 的 ) 。 

] 17 . 


设 在 线性 空间 中 给 定编 对 圳 知 吸 集 C， 定 义 函 数 

. p(X) = inf p, (1) 
容 掏 核验 p(X) 为 从 注 ， 事实 上 ， 由 忆 的 香 吸 手 知 p(x) 对 所 有 
的 x*EEE 有 定义 ， 且 性 质 六 ,是 显然 的 。 田 核验 六,， 注 意 


plax)= inf p= icl inf 7=1al inf A= TolplY). 
REPC | 


zee .elo 
为 核验 访 sa， 记 PCW) = po 起 (3 =o， 风 当 PPpo，cDaon 
时 ， 池 及 记 都 属 C。 由 C 的 同性 知 
Prop p+roog 一 万 十 如 

芍 x+yEtp+ocC。 由 o 发 z 的 任意 性 知 有 

六 (YX 十 DSSDoTGo 一 站 (27) + pCY), 

友之， 由 给 定 兴 范 p(lx)， 往 可 得 绝对 凸 洪 吸 集 

C= {x: pr) <L1, sEE}. C2) 
事实 上 ， 香 吸 性 出 入 ;保证 ， 对 8 中 和 伍 一 点 y， 记 PC) = po, 到 
p= po 路 t，60 且 充分 小 ， 蕊 有 P()- 广 DP(Y)<1， 获 记 E 


C, 或 YE pC，Y p>pob， 这 天 明 C 为 香 吸 乐 。 < 的 把 对 凸 性 更 
易 核 验 ， 对 人 中 任 二 在 %,y 肪 任 二 数 a,8 EK， 只 可 la| + 上 | = 
1， 括 六 及 访 , 有 
plax+by)E pax) + poy) 
=|alptw} + [bpy < lal +18|=1. 
这 表明 ox+6yEC。 政 C 为 绝对 山 的 ， 
可 注意 ， 由 六 ,容易 挫 出 
lIPOO)— pW [py), 3) 
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Lr} = PlX— y+ YD y+ py) 
于 是 

pl 一 由 C3) < 大 由 人 一 和 
痰 换 x 及 J 将 地 位 ， 同 料 可 得 (由 N 2 知 p( 一 x) = p(x)) 

PMD — PAA) EP Y), 
结合 上 面 两 个 不 等 式 ， 即 得 (3) 式 ， 由 (37 式 可 看 出 ; 荐 ptx) 在 
点 % =0 乏 续 ， 则 娃 丸 连续 ， 且 为 一 致 连续 ， 即 ， 对 任意 的 a>> 
0， 存 站 零 元 分 域 VU， 只 要 x 一 yEU ,就 有 [bx) 一 了 (3) [<e。 

-定理 4 次 在 钱 性 空间 吾 上 给 定 尘 范 族 {bakxz)i， 使 对 每 点 

Xo 大 0， 殖 少 有 某 半 范 pa(x0o) #0 记 Ua= {x baf2)<1， 


xE 已， 则 出 忆 e 的 有 限 变 避 = 三 Ua，(" 为 任意 的 有 限 正 整 
数 ) 的 倍 集 族 42} 作 成 的 零 元 侣 城 基 ， 使 巨 成 为 局 部 凸 空间 
且 每 个 局 部 凸 空间 可 如 此 构成 。 
证 “注意 集 pU = [1Uzy 可 由 不 等 式 
PP, Pex) = sup bay (x) 


给 定 。 易 知 {oz} 为 忽 对 凸 乔 吸 集 族 且 作 成 零 元 名 域 基 。 因 8 对 
任 一 点 xo 拓 0 总 有 某所 ex5o) 了 站 故 有 Pp 关 1 人鱼 记 (pxo)>1， 即 
PD 不 会 x。， 随 之 确 有 门 pU = {0}。 于 是 据 定理 3 知已 (7) 成 为 


局 部 凸 空间 。 反 之 ， 由 定理 3 确定 的 局 部 凸 拓扑 可 由 半 范 族 第 
出 ， 这 时 只 箔 取 训 e 为 对 应 于 的 半 范 即 可 。 定 型 证 毕 。 


1.2.3 F 空 间 


局 部 下 空间 景 简单 的 倒是 峙 范 空间 ， 它 的 拓扑 由 一 个 范 欠 
定 ， 


* TO" 


U,= {x |xl<e}. 

容易 由 六 ,一 入 ,核验 UU 为 绝对 凸 的 大明 集 ， 且 去 元 有 可 列 的 
邻 域 基 。 其 次 是 局 部 凸 的 距离 空间 或 度量 空间 注意 一 般 的 度量 
空间 不 必 是 局 部 西 的 ， 抑 1.3.2 的 讽 ]1。 

在 度量 空 疗 瑟 ， 允 和 任 二 上 所 <*,y， 定 义 有 满足 如 下 要 求 的 距 
离 或 度量 P(x,»); 

Dr plxsI D0, P(X Y= 0>X= ys 

Ds Os) = pm), Vx,yEE: 

Da OAIEDX VI TAY) YX YEE. 
这 时 零 元 分 域 基 由 { 口 。} 给 定 ! 

Ue = {Xs P(X,0) <LE, XE E}, 


但 要 求 ,为 凸 集 。 取 e= 1 二， 二 ，…， 知 度量 空间 具备 第 一 可 


列 性 ， 

品 s 也 称 为 三 角 不 等 式 ( 关 于 度量 的 )。 

落空 间 E 的 拓扑 结构 可 由 引进 度量 而 确定 ， 即 称 瑟 为 可 度 
是 化 空间 。 下 而 将 看 到 (1.3.2., 讽 1)， 并 非 任 一 可 上 度量 化 空间 
都 是 局 部 凸 的 (度量 空间 不 必 基 线性 空间 ) 。 

注意 局 部 凸 空间 必 为 线性 空间 。 

局 部 凸 的 可 度量 化 空间 可 如 下 齐 画 。 

定理 5 可喜 量化 局 部 凸 空间 豆 的 拓扑 可 由 绝对 凸 的 世 元 
邻 域 的 单 降 列 { 给 定 ， 

UoU sD, Us= {0}. 


证 因 可 度量 化 空间 县 第 一 可 询 性 ， 套 请 中 存在 可 列 的 零 
元 侍 域 基 {F sj 又 鸯 所 为 局 部 古 的 , 故 可 认为 每 个 广 。 为 绝对 是 


集 . 构 洁 列 U =， Us -VNVss…, Us= V4, 显然 


中。 


{Un} 即 为 所 需 的 间 降 询 。 条 件 门 吕 = { 昱 划 用 以 保证 个 ;公理 
成 立 。 

定理 6 局 部 三 空间 (TT) 可 座 量 化 的 党 要 条 件 是 ， 工 由 可 
列 个 半 范 {2jf2 给 定 ， 且 总 下 假定 记过 站 去 …， 于 是 
Di= {x pi) < =1,2 7， 即 作成 二 的 零 元 的 凸 邻 右 
基 。 当然 还 须要 求 : 对 号 中 任 一 点 xe 天 0， 至 少 有 某 个 pilxo) 
下 

证 录 然 ， 对 应 子 单 降 邻 域 列 局 ,一己 : 一 … 的 半 范 列 为 单 
堪 的 ， Di 坏话 ( 人 过 …， 这 里 pi) 为 对 友 于 绝对 西关 明 集 
UU 的 半 范 。 反 之， 由 任意 给 定 的 闪 范 列 {9;(Cx)}， 可 得 单 增 半 
范 列 

Pr CX) = ,yD 93C*), 


且 {by(%)} 确 定 EE 上 局 部 凸 迫 扑 。 至 于 度量 ， 可 如 下 引进 ， 


ol palx—y) 
OX, YY -多 
不 难 核 验 p 满 足 要 求 D, 一 Ds， 且 给 出 了 的 等 价 拓扑 。 定理 证 


尝 。 

由 于 研 范 空间 及 可 麻 量 化 局 部 凸 空间 都 满足 第 一 可 列 公 
理 ， 效 每 一 点 可 作为 一 定点 列 的 极 根 点 ， 且 由 了 :公理 知 星 列 
有 唯一 的 极限 点 。 于 是 可 引进 下 列 定 尽 。 

定义 4 若 度 基 空 间 E 中 列 {xy} 具 人 性质， 对 任意 的 :之 0, 看 
在 正 数 go = Nole), 使 当 加 ,fi>1o 时 ,有 PlXm,Xn) < 之 2， 即 称 此 列 
为 度量 空间 EE 的 基本 烈 或 Cauchy 列 : 若 吾 中 每 个 基本 列 都 有 
极限 点 属于 已 ， 则 称 忆 为 完备 度 量 空 间 。 完备 的 可 麻 量 化 局 
部 是 空间 称 为 Fréchet 空 间或 F 空 间 ; 完备 的 喜 范 空间 称 为 
Banach 空 间或 B 空 间 。 
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定理 ? 每 个 度 基 空间 百 可 在 保 下 意 义 下 嵌入 唯一 的 最 小 
完备 度量 空间 巨 ， 称 为 召 的 完备 化 。 

注 1 任 二 度 旺 空间 五 及 五/ 间 的 一 对 一 怠 射 3x>x’E5 
瑟 ， 若 使 Pp Cx，y) = 2" 37)， 即 称 为 保 距 驶 射 。 这 里 P 及 
Pp! 分 别 是 世代 上 中 度 昨 ，x,y 及 x ,y! 分别 是 上 及 EE!' 中 任 一 对 
对 应 点 。 注 意 定理 7 不 限于 线性 度量 空间 ， 而 具有 丁当 的 一 般 
性 。 

证 首先 注意 中 任 二 基本 列 {xy}，1{2 让 总 使 概 限 

limplxy 4) = (X,Y) 
存在 。 事实 上 ， 对 点 Xow Xs Yns Ym 应用 号 s 可 得 ; 
| pm — PXns ys) [OKs Km) + CVn Ym). 

破 数 列 {ptxy;3)} 有 极限 秆 存在， 不妨 记 沟 p (x, 各 ,这 里 %， 
2 不 必 是 瑟 中 的 点 。 现 在 证 明 ， 极 限 秆 关系 P(x,y) = 0:{Xy}~ 
{3 盾 ， 在 所 有 基本 列 的 类 中 作成 一 种 等 价 关 系 。 反 射 人 性 5{x 寺 
一 {X11 及 对 称 竹 (xy 一 [8)} 字 191} 玉 xy}) 是 显然 的 。 只 
需 核 验 和 传递 性 ，{xy}~ 一 3} ，{9j 一 424} 地 {Xj}~{27y}。 但 
这 是 呈 ;的 显然 结果 。 

为 简单 起 见 ， 记 xy = {xy}， 其 等 价 类 为 x*。 由 (3) 式 得 知 ， 


对 任何 两 个 类 及 了， 可 由 极限 pC%，3) = im p(xfy?1) 一 对 


一 地 对 应 于 一 个 实数 p(X，3)， 且 不 蕉 核验 它 具备 性 质 万 ,一 
DD，。 故 这 些 类 的 全 体 作成 度量 空间 琴 。 若 对 中 点 x" 取 所 有 
4 =%0，j = 1;2,…， 妈 得 类 如 。 故 吾 瑟 五， 间 这 种 媒 入 片 身 
显然 为 保 距 和 的。 又 因 对 祈 中 “= {xy}， 有 上 中 基本 列 1x4}， 使 
p (zx,xj) >0， 放 区 为 巨 的 处 处 笛子 集 。 

，22 。 


为 核 恰 万 的 完备 性 ， 取 互 中 基本 列 {zy}。 对 每 个 Xj， 有 六 
中 成 dy 使 p(x, aD< 子 。 由 于 


pladmdn) DO{ton; en) + pm x ) +Ptxa adn), 


知 {a 站 作成 E 中 基本 列 ， 而 对 应 于 中 点 eg 但 由 
P (Ca AM) LP Ia) + las, Xa), 
知 9 -= lim xwE 天。 放 所 为 完备 空间 。 
最 后 ， 因 巨 在 内 中 稠 且 p(* ,Y) 由 lim p(xaiyn) 唯一 确 


定 ， 而 在 瑟 的 每 个 扩张 中 为 同一 的 ， 琢 二 属于 万 的 任 一 扩张 ， 
而 为 EE 在 保 距 意义 下 的 唯一 的 最 小 完备 空间 .定理 证 瞩 ， 

附带 撕 到 ， 局 部 凸 空间 的 基本 列 {xy}， 是 关于 每 个 半 范 
PalX) 的 基本 列 ， 对 seo 盖 0， 有 #4 = #8n)， 使 

Palxm— Xa) < aos Vm Hn, a€EA. 

现在 介绍 可 列 个 空间 前 并 ， 所 谓 和 的 LF 空 间 . 设 给 定 了 

空间 的 单 增 列 
ECECCER CC, 

且 每 个 所 入 瑟 ;C 瑟 ;保持 点 列 {xt} 的 收 伍 性 ， 即 若 此 列 在 五) 
中 收 化 于 堆 ， 也 必 在 y+ :中 收 化 于 夫 。 

记忆 = Li。 它 有 显然 的 线性 结 狗 ， 并 可 引进 拓 扑 ， 即 
1.1.1 定 义 4 前 一 段 记述 前 严格 归纳 极限 拓扑 。 但 更 方便 的 是 
如 干 地 定义 五 中 序列 的 收 笋 性 ， 若 点 列 {x 计 及 点 x 同属 于 某 确 
定 的 Emn( 可 随 不 向 点 列 而 异 ), 且 按 其 中 拓扑 有 xjy->x;, 则 称 Xj 在 
产 中 收 伍 于 x 。 

注 2 这 种 未 引进 拓扑 结构 而 可 赋 以 一 定 收 伍 性 的 空间 ， 
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称 涛 搜 扩 扑 空 间 (大 看 GG, Marinesecu, Espaces Pse#do— 
topologijues et Théorie des Distributions VEB Verleg 


Borlin, 1963). 


1.2.4 有 界 集 及 出 空间 


在 一 般 拓 扑 空 间 ， 不 能 引进 有 界 性 丹 念 。 但 在 度量 空 闻 
(不 必 为 线性 的 ) 及 扰 朱 向 量 空间 ， 则 可 定义 有 界 集 。 

定 文 5 拓扑 向 量 空间 (了 T) 的 子 集 8 震 上 有 具 性 质 ， 对 每 个 零 
元 分 域 吕 ， 存 在 煌 应 的 正 数 p= p(D ,8)， 使 8 喧 pU， 即 称 为 
TT 有 和 界 集 ; 在 不 致 引 起 误会 的 情形 ， 简 称 为 有 界 集 ， 

县 然 ， 有 只 和 集 的 子 集 也 有 界 ; 有 限 集 为 有 界 集 ， 有 界 集 的 
心 实 称 包 、 闭 包 、 凸 包 都 有 界 ; 有 限 个 有 界 集 的 并 仍然 有 界 。 

定理 8 ”拓扑 向 量 空间 区 可 同 范 化 ( 即 巨 中 拓扑 可 由 某 个 范 
确定 ) 的 充 要 条 件 是 : 世 有 一 个 有 界 的 凸 零 元 邻 域 . 

证 必要 性 ”由 六 ,一 六 , 知 项 范 空间 的 集 

DU = {x Tc 

渔 绝 对 凸 的 ， 且 显然 有 界 。 

充分 性 ” 设 玉 为 中 有 界 的 凸 辟 元 邻 咸 。 玉 含 弧 对 上 是 及 过 
吸 的 零 元 邻 域 ， 旋 可 认为 为 绝对 廿 的 吞 吸入。 定义 


1xf1= infp， 
EPY 


仿照 半 范 定义 后 的 讨论 ， 知 1x1 具 性 质 访 ,一 和 Ng。 此 上 让， 由 六 
的 有 和 界 性 知 ， 当 [xl =0 时 ， 应 有 x=0， 因 0 了 =0。 帮 六 ,也 成 
立 ， 即 izxl 确 为 范 ， 

据 此 定理 知 ， 在 不 可 丹 范 化 的 局 部 凸 空间 ， 不 存在 有 田 的 
同 零 元 邻 域 . 

定理 9 ”拓扑 向 量 空间 ET 了 ) 中 集 8 有 界 的 充 要 条 件 是 ， 对 


"人 


每 个 说 {Xj} 守 如 及 列 1qy}CK， 只 是 ay 一 0， 恒 有 ajyx4->0， 
证 设 召 有 界 ， 对 任 一 心 实 称 零 元 统 域 UU， 有 P 记 9， 使 所 

有 的 后 Ya EpU 。 于 是 asxs Ean PO。 取 #f0o 庆 0 使 当 ni 

时 ，plos | 所 1， 即 有 anxn EU. 出 U0 的 任意 性 知 确 有 64snxs 闻 0. 
反 过 米 ， 用 反 证 法 ， 设 如 元 界 ， 则 存在 烈 {x1} 呈 8 及 心 实 


称 零 元 分 域 U， 使 x。 gn#U， 位 于 口外 的 列 x 不 可 能 趋 于 零 


元 ， 故 条 伞 也 是 充分 的 。 定 理 证 毕 。 

对 于 局 部 凸 空间 ， 据 定理 4 知 互 为 有 界 集 前 充 要 条 件 是 ， 
对 半 范 族 {pelX)} 的 每 个 半 范 有 pal*) 志 Cs， x*E 召 。 特 别 在 可 
度量 化 情形 为 ， 

DC XEB, f= 1,2,., 

定义 6 芳 度量 空间 EE 上 性质， 对 任意 的 e 守 0，EE 有 由 直 
径 小 于 :前 集 组 成 的 有 了 有限 覆 深 ， 即 称 为 预 紧 空间 。 这 里 定义 集 4 
的 直径 为 d = Sup PCxy2)。 五 中 子 集 3 车 在 导 扩 扑 下 为 预 紧 
空间 ， 即 称 为 预 紧 集 或 全 有 界 集 . 

定理 10 拓扑 向 量 空间 五 中 的 紧 集 、 相 对 紧 集 及 驯 紧 集 ， 
都 是 有 和 界 集 . 

证 . 顾 定 义 6， 预 紧 集 显然 有 界 。 因 初 对 紧 集 的 闭 包 为 紧 
集 ， 故 内需 证 明 紧 集 有 界 。 为 此 癌 证 无 界 集 .4 不 可 能 为 紧 集 ， 
事实 上 ， 由 无 界 性 知 ， 对 给 定 罕 元 邻 域 芝 ， 存 在 列 {xal 王 4 


使 一方 xm2 口 ，n=1,2,…。 今 证 列 {% 让 本 身 及 其 无 界 的 


任 一 子 列 不 为 紧 集 , 敌 无 极限 点 。 车 不 然而 有 极限 点 *， 取 心 实 
称 零 元 邻 域 ， 使 VCU， 则 在 x 的 令 域 x+ 了 了 中 有 是 标 企 


意 大 的 点 x。， 即 xa 一 xEV， 另 一 方面 ， 列 {} 净 于 零 元 ， 故 


a 25， 


对 充分 大 的 有 世 E 斑 ， 册 天 的 心 实 称 性 知 十 (xn 一 x) E 术 .于 


是 
lw) +EEV+VU, 
中 隆 


而 与 y*= 如 对 这 矛 盾 。 故 定理 成 立 。 


定义 7 局 部 凸 空间 五 的 绝 灯 止 、 阔 大 吸 集 称 为 桐 .车 玉 
有 由 禄 组 威 的 零 元 邻 域 基 ， 即 艾 为 桶 空间 。 若 桶 空间 的 每 个 有 
界 集 为 粗 于 紧 集 ， 即 称 为 Montel 空 间或 斩 空 间 。 荐 空间 为 “ 
空间 ， 称 为 F 由 空间 。 

定理 11 设 F 空 间 E 的 半 范 列 为 p(X) 坟 P(x) 志 …。 着 对 
足 标 六 < 之 7 之 …， 由 按 半 苑 力 1 ,+1(X) 有 界 的 每 个 集 4， 可 选 


出 按 半 范 py (xz) 的 基本 列 ， 则 互 为 了 莽 空 间 ， 


证 只 需 证 六 中 每 个 有 上 界 集 4 为 相对 紧 集 出 4 的 有 有 界 性 
知 4 依 每 个 半 范 有 界 。 特别 由 4 按 bj ,有 界 ， 据 假定 可 选 出 按 


半 范 py 芍 基 本 列 x, ,x,s，,…。 此 别 依 半 范 pj; ,有 界 ， 放 可 选 
出 依 半 范 六 ,的 基本 列 xzixss，。 如 此 下 去 ， 得 如 中 列 阵 ， 


RL TIEN 


2 和 an” 


ms Ee ma 


且 第 4 行 按 半 范 py, 为 基本 询 。 故 对 角 列 {xy;} 按 记 有 的 学 荡 


的 基本 列 ， 而 为 二 中 基本 列 。 出 巨 芍 完备 性 知 此 列 有 极限 点 
Xo 七 瑟 。 故 4 为 利于 紧 集 。 定 理 证 毕 ， 


" 


关于 拓扑 向 量 空间 的 进一步 讨论 ， 参 看 Bourbaki, N.， 
Espaces Ve:toriels Topologiques, T ,可 ,上 ct.Sciet Ind. 
Nos. 1189, 1229, Paris, 1953, 1955. Robertson A.P and 

,Robertson, W., Topological Vector Spaces, Cambridge 
Univ, Press, 1964y Keliey, J]. 1,, Linesr Topological 
Spuees, D, van Nostrand, New York, (1976). 


1.3 线性 映射 


了 .3 人 :一般 浴 察 


由 拓 趟 向量 空间 瑟 到 瓦 的 遇 射 ?= 工人 )， 基 具 竹 质 
Li{xl +xa) = LX) + L(x,), Wx EE, 
即 称 为 可 加 了 映射; 若 其 性质 
Lam) =aLex}, YaEk, VxEE, 
印 称 为 一 次 齐 次 映射 ， 或 简 移 为 齐 次 映射 。 可 加 齐 次 映射 ， 称 
为 线性 映射 。 特 别 当 互 为 实 或 复数 域 时 ， 工 祖 应 地 称 为 可 加 、 
齐 次 及 线性 泛 函 。 轴 射 吾 中 有 界 集 为 瑟 中 有 界 集 的 映射 ( 泛 函 ) 
称 为 有 界 映射 ( 泛 函 )。 
连续 占 射 的 定 闵 已 在 1.1.3 中 一 般 给 出 。 
容 掏 核验 可 加 映射 工具 性 质 
LO0)=0; LC(—x)=—L(x), 
且 堵 志和 在 一 点 5 秽 如 在 点 4= 90) 连续 ， 则 处 处 连续 。 事实 上 ， 
LO = 工人 0 于 0)7 = 工 (0 于 工 (0) = 2L00, 
琢 工 (0) = 0。 由 此 知 
Lx— X=) = Lr + Lx) = 了 (0) = 人 
最 后 。 若 二 在 x= 0 连续 ， 则 对 任意 的 :>>0， 有 零 元 邻 域 吕 ， 使 
» FF 


当 xE ED 时 ，| 开 (ie。 歼 对 任 一 点 xoE ,内 要 x*Exs+U， 
即 x 一 x。 EU , 即 有 
[Lx) —L{(xo)] = [L(x— x0) [<<e, 
故 荆 在 中 处 处 连续 ， 且 为 一 至 连续 的 。 .… J 
害 理 1 ”连续 的 线性 上 映射 作为 有 界 虑 射 。 : 
证 设 上 为 拓扑 向 量 空间 互 及 下 之 间 的 连续 线性 映射 为 
吾 中 和 任 一 有 界 集 。 若 召 ' = 上 LB 为 中 无 界 集 ， 则 存在 零 元 部 域 


FCF， 使 集 列 “了 48= is2，…) 无 一 全 含 于 大。 赦 存 在 点 列 
(xs} CB， 使 Lxs ~ 3 Ys。 务 一 方面 ， 册 上 的 连续 性 知 
有 中 涩 元 今 域 U ,使 LUcVV. 但 据 1.2.4 定理 9 知 革 za->0, 故 
从 某 个 ao 开始 ， 所 有 的 二 xn Cn 之 no) 应 含 于 此 零 元 今 域 UCE. 


-于 是 度 有 革 >。 EV， 所 得 矛盾 表明 B' 应 为 有 界 集 。 故 定理 成 


立 。 . 
定理 2 ” 设 拓 扑 向 量 空 间 EE 具 第 一 可 谢 性 ， 则 册 豆 到 扼 提 
向 量 空 间 F 的 任 一 有 蜡 线 性 映射 上 也 是 连续 映射 。 

证 ”车 不 连续 ， 虽 对 某 零 元 邻 域 YC 及 上 中 单 降 零 元 


邻 域 列 {04}， 厚 在 x € “Us 使 Lx # 广 。 但 列 1nxs} 为 中 


有 界 集 ， 而 列 {ys}，ys = fxn = 工 (8xn)y 在 五 中 无 界 。 所 得 巴 
盾 才 明定 理 的 断言 正确 。 
推论 T 定义 于 注 足 第 一 可 列 公理 的 拓扑 向 量 空间 的 线性 
瑞 射 ， 连 续 性 与 有 蜡 性 等 价 。 
28 。 


推论 2 ” 当 卫 仅 当 对 天 中 每 个 尘 范 af， 有 五 中 相应 半 范 
zx gx 使 


sup (LX) < oo {1) 
Pe CF} Be "< 


时 ， 局 部 态 可 度量 化 空间 巨 及 下 间 的 线性 映射 上 为 连续 也 射 。 

事实 上 ， 车 上 连续 ， 则 对 斑 中 每 个 零 元 邻 域 广 = {9 147》) 
<p}+， 有 有 五 中 祖 度 堆 元 埋 域 人 = {x bg (1 (KET), 使 LU 
V, Bay (Lp, 苓 {1) 汇 成立: 


: x p wo 
PE 1) la) 2 (Lx) pk en (和 <5 < “ 
这 里 x/ =-ox， 并 用 到 半 范 性 质 六 ,及 工 的 线性 。 反 之， 对 加 中 
有 界 集 4= {x pry (JCYE 五 |， 几 (1) 式 有 
sup ”gif(ZXD<cCfc<<ec， 


Py (Fy) (2 1 


于 是 ， 


Sup gi{X) = sup QLAC EEC! = Cs 
严正 态 Pptd) [| 


i =1,2,", 
芭 工 4 为 FF 中 有 界 集 ， 故 据 定 理 2 知 工 为 连续 映射 。 推 论 成 立 。 
记名 (如 ,五 ) 为 局 部 古 可 度量 化 空间 上 及 下 间 的 所 有 连续 线 
性 晓 射 全 体 ， 它 有 自然 的 强 性 结构 
CL tT = Lx Lr, Lb,xEE, 
{aL) (Cx) = Lax), oCK,xEEF,LE2, 
大 作成 向 量 空间 。 对 每 个 人 E(BE, 玉 )， 轿 定 j 及 相应 的 Cj) ， 
可 引进 多 中 的 学 范 


Ps ge ti)= SU QCLX), 
Pe (Fy (TI 


记 对 固定 物美 系 &( 让 使 (1) 式 成 立 的 上 € 名 的 集合 为 6) ( 玉 ， 
"290* 


:下 ), 加 

定理 3 ”空间 多 ko (五 ,五 ) 出 如 下 的 半藏 列 

所 jk {7) = SD [LPy, ,gd (L) ,mw， Diyw. ktiw) {L)3 
， 《2) 


作成 局 部 凸 空间 ， 这 里 了 = (7 1,…syjw) 为 自然数 的 任 一 有 限 
集 、 由 (2) 式 确定 的 拓扑 称 为 Fs ty 中 的 绊 拓 扑 。 
证 “分 式 显 然 作成 半 范 ， 且 若 对 某 了 有 


由 _ 一 {Ly=0, 
1. wy 


则 对 所 有 的 7 有 4y (CZ) = 0， 于 是 Lx = 0。 但 x 为 芋 中 任 一 点， 部 
上 为 堆 映 射 。 四 此 据 1.2.2 定 理 4 知 定理 正确 。 

推论 3 ”空间 名 (五 ,下 ?是 多 zi (2, 耻 关于 所 有 对 庶 关 系 
j=>8( 站 移 六 ， 多 = ys (CE, mF). 

更 一 般 的 讨论 见 1.2.3 注 2 所 引 书 ， 

特别 当 忆 为 实 或 复数 域 时 ， 空 间 多 称 为 召 的 对 伪 空 间 ， 记 
作 * 。 由 推论 2 及 3 可 得 如 下 重要 结果 ， 

推论 4 局 部 凸 开 度量 化 空间 土 的 每 个 连续 性 证 画 皇 万 对 
某国 定 的 相应 半 范 各 为 有 界 欧 ， 

IH) | <0o, 六 xx)<eo， *%EE. 
事实 上 ， 这 时 中 只 有 唯一 的 范 ]#(x)1。 


1,3.2 连续 线性 泛 范 


先 举 一 个 例子 ， 说 明 存 在 折 扑 向 量 空间 ， 其 对 偶 空 间 仅 禽 
势 元 素 $ 然后 给 出 存在 非 零 连 续 线 性 证 画 的 充 要 条件 。 

例 1 记 关 ?Fa 的 为 在 Fa,p 上 上 了 次 苇 Lebesgue 可 积 的 画 数 
组 成 的 空间 ， 这 里 0<<#<<1。 记 

1 


Usy = {fx) ELa 63， His 人 (人 re 1z dx) Fie), 


Ue) 显然 为 心 实 称 的 天 吸 集 ， 且 f1U (2) = {0} .为 证 明 {U Ce)1 


作成 邻 域 基 ， 贫 核验 ， 对 每 个 UU， 及， 使 广 + 了 CU。 为 更 可 
证 ， 
Woe We lot. {3) 


注意 ， 当 9 >1 了 时 ， 画 教工 二 (xy>0 有 一 极 小 值 21%, 它 于 


Cr 
?= 1 时 商 取 到 。 政 1+4+ 更 芒 2 十 2 :从 而 ， 对 c,9>>0, 取 
党 = 全 有 ， 


cor+dr2"20 + dr , 9 >1, 


|m 


男 外， 对 n>1 有 二 全 1 (x>0)。 取 x= (9) p=. 
得 ， 

(ctd)rscr id, 0< p<l., 
结合 上 面 两 个 不 等 式 ， 并 取 9 = 子 ， 有 


Hf +gls < 人 (| rirax+ Jlgl? daw)? < CFls + hols), 


玖 (3) 式 成 立 ， 由 此 知 ， 对 给 定 的 U 取 刻 =- (二 ) 了 UU， 就 能 使 


+ CU。 据 1.2.1 定 理 2 知 ，Lp 以 {U0 te)} 为 邻 域 基 作 成 拓 
扑 向 量 空间 。 可 注音， 由 (3) 式 可 断定 ， 这 (不 是 凸 集 。 
现在 证 坟 六 寺 0 为 上 ep 上 连续 线性 活 画 ，7 为 二 中 元 。 于 是 
应 存在 96Kx) ELp， 使 W(90) 这 1。 对 s EE Ca, , 令 
"231" 


『 go(Cxz) ， GAASI 
Gtx) = 1 
人 0， SX 


gE(%) = G0 (%) — Gs (XY), 
容易 算 由 19:6) 你 = [1ge C9 1Pdx， 它 关于 * 由 浴 连 续 增 加 
到 1g。 蛙 ， 故 存在 so€ (a,5)， 使 
gr = 93, 6) ls= g(x) lS, 


由 于 #9 中 之 1， 对 j 一 1 或 2， 应 有 u(g1,) 沁 去， 对 这 个 1j， 令 


gi1(x) = 2g1, (x), 


则 有 at(g) 221 但 jgils -2 ?1g9o1s。 继 续 这 种 构 造 ， 得 
Lp 中 列 {9s (xj 且 具 性 质 ( 注 意 1 一 地 <0) 


tip 


a 3) 
utan) ls Ignalp=2 19 ->D， 


而 与 4 的 连 续 狂 假定 不 符 。 莉 工 r[a,D 当 0<< p<<t 时 ， 不 存在 非 
零 的 连续 线性 汉 函 。 

于 是 出 现 癌 题 ， 怎样 的 拓扑 线性 空间 容许 有 非 零 的 连 续 线 
性 泛 函 存在? 为 解 诀 这 个 问题 ， 先 讨论 泛 画 的 延 招 问题 。 为 简 
单 起 见 ， 只 对 实 值 情形 证 明 ， 它 在 复 值 情形 仍然 成 立 。 

定理 4 〈Haha-Banach 延 拓 定 理 ) 设 在 实 向 量 空间 三 上 给 
定 非 负 的 ,正和 齐 次 的 ,次 可 加 证 郊 36x)， 即 9(2) 具备 如 下 性 质 : 

SIDED03 qx) =agx), a0 YX 
IETFINEINI HII), VXAYEE. oY 1， 
叉 设 在 上 前 线性 子 空间 了 在 给 定 线 性 泛 油 1(z)， 丽 其 性 质 


和 


lz)sgq(2), v2EP, (C4) 
出 开 z) 可 延 折 为 上 上 的 线性 江 函 ww， 使 
ux) EqN), VAEEB; ule)=l(a), YEF. (5) 
浒 五 具 拓扑 且 4( 习 连续 ， 唱 & 亦 连续 。 
证 设 1G90 对 所 :一 所 蕊 定义 旦 54) 成 在 站 ,上 成 半 。 对 革 
xs 时 已 ,， 再 延 拓 1x%) 于 [xu 轩 已 ,， 即 出 xu 及 民 ,作成 线 比 榜 间 
Exo0]BF ,= {axy +2, ER, ztEF.,}, 
并 使 (全 式 仍 成 立 。 为 此 ， 对 五 ,中 和 任 二 点 z 玫 zz,， 作 差 
Ta 一 2) = T(z — 2) gL (Xo t+ zr) tC— Xo 2} 
IE! FHA0) + I(—¥0—2), 
于 是 
(~—2—X0 Taare te) — a), WY22 EF 
因此 ' 


sup [— g(t—2—X0)— 1 inf [gtxot+2’)—i(z’)], 
利生 到 重 “ 相 下 1 


故 存 在 实数 ” 使 
一 和 一 ?一 X0) 一 于 zsSrssgCz 十 Yo) 一 站 2 。 ER ， 
(6) 
对 所 有 的 xzE 卫 ,， 令 
Taxo +2)= aartil(2), 
而 廷 拓 /于 [x,J 旬 PL 上， 今 证 (4 ) 式 仍 成 六 . 先 设 g 祈 0。 由 (6) 
式 的 石 边 知 


r<a(F + )—1 (2), 2 eRF,. 


以 & 蔷 上 式 得 


req(ta + oaxo) — 12)., 
这 表明 
和 3 号 站 


T(z2+axsn} =ar+la oz +axo), 
让 (4 ) 式 成 位 。 车 4 = 一 P<0， 则 出 (6 ) 式 的 左边 有 


-< ee 


以 PP 莱 上 式 得 : 
— gtztoaxo) tis = ar, p=—~u>0, 
这 者 明 
He 
相 (4) 式 仍 成 立 。 当 4 =0 时 ，(4 ) 式 显然 成 立 。 
应 用 数学 归纳 法 〈 当 向 量 空间 忌 的 基底 埠 数 超过 可 列 无 限 
时 ， 则 应 用 超 限 归纳 法 ) ， 继 续 上 述 延 折 过 程 ， 即 得 “上 在 整个 
五 上 前 存在 性 ， 若 dg) 在 点 = 0 连续 ， 则 对 任意 的 >0， 存在 
心 实 称 邻 域 U， 鸽 对 所 有 XE€ 已， 有: 
OX) Le, 
于 是 出 
HX ECX) LE, YxEirs 
一 区 2 EX, VY—xEU, 
知 |sgo1<s， YXxED， 帮 在 点 Y= 0 并 随 之 处 处 连续。 定理 
证 毕 ， 
经 常用 到 的 不 是 一 般 形式 的 定理 4 ， 面 是 下 面 的 特殊 情 
形 ; 它们 对 实 或 复 空间 也 都 是 成 立 的 。 
定理 5 ” 设 在 向 量 空间 上 给 定 半 范 p (x)， 而 在 E 的 线 性 
子 空间 FF 上 给 定 线性 泛 钞 1(z)， 旧 具 性 质 
ia) 1p), V2ER, 
间 1(z) 可 延 折 于 全 空间 E 上 得 线性 泛 函 i 
JuC) px, WXEE. 
若 E 其 拓扑 是 p(%) 连续 ， 岗 # 亦 连续 。 


a 


事实 上 ， 半 范 为 非 负 和 的 、 伦 章 次 的 、 次 可 加 泛 函 。 
推论 5 对 拓扑 疝 量 空间 EE 上 每 个 连续 半 范 p(x)， 存 在 连 
针线 性 渗 函 #。， 人 二 |4(%) | 志 p(x)， 且 对 酝 一 固定 点 x。€E 避 ， 有 
HX0) = pxoY, . 
事实 上 ， 取 i(axo) =p(txo), 得 一 维 线性 子 空间 = [xo] 
上 的 连续 线性 沦 函 1 ， 再 应 用 定理 5 即 得 a 。 
推论 6 ”对 向 量 空 间 忌 上 等 个 非 负 的 、 正 齐 次 的 、 次 可 加 
证 画 962) 及 每 点 xoE 瑟 ， 有 实 ( 或 复 ) 值 线性 泛 画 二 使 < 起 
q(x), XEE, Bu(xo) = g(xo) (或 了 RealwD (x), Re w(xo) 
= g(xo))。 党 上 台 具 拓扑 且 4 连 线 ， 则 1 亦 连续 ， 
事实 上 ， 只 和 需 于 线性 子 空间 [x6]= {exo Ya 站} 定义 
axon) = 二 a(xX0o) (或 Re ax =a9(x0))， 再 应 用 定理 4 即 
可 。 
现在 可 回答 非 零 的 连续 线性 活 耳 的 存在 性 问题 。 
定理 6 拓扑 向 量 空间 EE 上 存在 非 零 的 连续 线性 泛 函 的 充 
要 条 件 是 ，E 中 有 不 同 于 的 上山 堆 元 分 域 。 
证 消 上 + 为 吾 上 非 堆 连续 线性 泛 画 ， 则 集 
{ jx 1 <i} 
即 汶 不 同 于 碧 的 绝对 凸 零 元 分 域 。 反 之 ， 若 口 为 不 同 于 到 的 操 
埠 元 驾 域 ， 所 1,2.2 定 理 3 前 的 讨论 ， 可 认为 九 为 绝对 凸 乔 吸 
集 。 于 是 半 范 
pl) inf p 
流连 续 画 数 。 事实 上 ， 据 了 的 定 尖 知 ; 
PEIl, vxXEU. 
随 之 对 所 有 XEsU， 有 PLY) Ss， 天 Pp 在 点 X=0 连 续 ; 由 1,2,2 
《3) 式 知 p 处 星 连 纯 。 因 上 不 同 于 瑟 ， 序 在 x。 ENU ,使 P(x0) 
>>1， 歼 各 专 0。 应 用 推论 6， 即 得 非 淮 连续 绕 性 泛 函 的 存在 
ea 生生 


性 。 定 理 证 毕 。 
由 定理 6 可 看 出 局 部 点 空间 类 的 重要 性 。 


1.3.3 线性 及 双 线 性 映射 
定理 7 1) 二 完备 度量 空间 EE 与 FF 间 的 连续 线性 枫 射 A， 


或 为 扣 扑 同 杰 ( 即 4 同时 为 开 鼎 射 )， 或 4 为 4 瑟 中 第 一 网 
集 ; 

2) 当 且 充当 A 所 为 闭 集 有 时， 有 4 为 拓扑 辣 态 。 

证 1) 因 A4 匠 为 完备 的 ， 且 可 度量 化 ， 不 妨 认 为 4 记 = 
下。 车 A 不 为 第 一 网 集 ， 记 

Up= {x: lxi<p, xEE}, 

这 里 jx1 反 Pet 人 xs0)，pg 为 如 中 度量 。 为 证 4 为 开 修 射 ， 先 证 
Up 售 中 菏 球 Y= {yy 49 之 0o,3E5}, 这 里 143 = PrCy， 
0), Pr 为 了 中 度量 再 证 -4 已 , 当 r 盖 时 合 太 。， 于 足 扫 4 映 E 中 
内 点 为 五 中 内 点 ， 而 为 开 映 射 。 因 忆 。: 为 心 实 称 大 吸 集 ， 故 
有 


十 


LnUp,s= EE, 


于 是 4E = [AC(nU。,,)。 指 假定 ，AE 不 是 第 一 网 集 ， 故 有 茶 


个 A(nUp ,so) 随 之 4CU ps) 不 是 第 一 网 人 乐 。 因 此 AU 5 有 内 


点 ， 即 存在 》C AUp 及 零 元 邻 域 CF， 鸽 y+VCAUp;， 
由 此 得 ， 

VC—y+AUp/ :CC AUDp,,. 
因 由 py; 的 心 实 称 性 及 有 4 的 线性 易 知 AUp :也 是 心 实 称 的 ， 
政 一 yEAUp,,。 但 中 含 某 球 六 。， CD0 充 分 小 。 仿 证 当 人 > 
PP 时 ，AU, 也 舍 扩 。。 令 p= pi，G=oi， 取 pa>ps2>…， 俩 


* 站 本。 


Cj<r。 对 应 于 每 个 Up,， 有 Ya, 使 Vo 一 LU Ho 
al 


一 0， 对 任意 点 yo 人 Fw， 有 xi EUp,， 使 y= 4x: 具 省 性 质 ， 
1 一 yi1<ci， 同样 因 Vo ,CC AU,， 有 XaEUp, ,使 y= 
所 xzs 具 和 性质， yo 一 3 1 一 9321 过 0，。 如 此 进行 下 去 。 由 
M 
[x, | on+t TT Ow 
上 = 可 
及 三 前 完备 性 ， 知 王 x 收 伍 于 基 点 x*,E， 且 因 于 Pi 之 ? 知 
xn 今 
了 N 
Axo= iim? Axi = lim ?y= yo 
Tl f=1i 


收 ysE-P-， 但 yo 为 Fo 中 任 一 点 ， 故 六 *C4C 1。 于 是 生 确 


为 开 上 映射 
2) 车 4 五 为 闭 集 ， 贴 亦 为 完备 庶 量 空间 ， 而 不 是 第 一 网 


和 集 ， 事 实 上 ， 若 .4 五 为 可 列 个 朴 集 的 并 ，4 百 = 了 对 ;， 则 存 
. t=l 


在 球 U | = {3: Ilslsp: 1}, 使 己 : 站 型 = 同样 , UU, 中 
有 半径 不 超过 的 闭 妹 U ,， 使 Us 站 MM := GJ， 如 此 类 推 ， 列 


局 ;二 也 :一 … 显 然 有 一 公共 点 而 不 属于 任何 一 个 Mi 。 这 与 根 
定 4 吾 = [Mi 不 符 . 故 A EE 不 可 能 为 第 一 岗 集 .于 是 据 已 证 得 
的 1)， 知 二 为 拓扑 同 态 。 反 之 ， 若 .4 为 拓扑 局 态 ， 则 4 也 是 闭 
爱 射 。 但 E 是 完备 空间 ， 客 4 EE 也 是 完备 空间 ， 随 之 为 闭 的 。 
定理 全 部 得 证 。 
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作为 定理 7 的 应 用 ， 有 如 下 重要 结果 ， 
定理 8& 闭 图 象 定理 ) ” 当 且 仅 当 围 象 
GA) = {x AX): swEE} 
为 百 x 下 中 的 闭 集 时 ， 二 党 年度 量 空 间 区 及 扩 间 的 线性 映射 4 
为 连续 。 等 俐 的 表述 是 ， 
Ha>Xos AXn> Yo.AX, = yo. 

证 若 4 连 续 ， 则 仅 当 {znh} 为 王 中 基本 列 时 ， (xs, Ax) 为 
上 x 下 中 基本 列 、 设 jn 了 Xo， 则 有 AXs 下 Axo， 袁 (xs dxs)y 一 
(xd2x0， 即 Gd 为 闭 集 。 反 之 ， 营 Cd 为 闭 集 ， 则 射 影 
(%， AX) 祈 x 为 GC 到 上 上 的 一 对 一 连续 映射 ， 据 定理 7 为 拓 
扑 癌 攀 。 才 由 Xn 一 0 有 {xs;4X8) 悦 C0,0)， 随 之 Axs 一 0， 导 4 
在 点 x= 0 连续 ， 寺 是 处 处 连续 。 和 定理 得 证 。 

定理 9 若 连 续 线 考 怠 射 4 把 完备 度量 空间 玖 -对 一 地 肌 
到 完备 计量 空间 所 上 ， 则 道中 射 4 "1! 沁 蚌 连续 线 注 映射 

事实 上 ， 出 定理 7 知 4 为 开 映 射 ， 而 由 一 对 一 性 知 .A4™! 在 
在 。 据 1.1.3 定 理 2 知 .A 7! 为 巡 续 线性 映射 (4 的 线性 是 显然 
的 )。 

于 面 考 形 双 线性 映射 。 
”定义 于 向 量 空间 B 1 及 ,的 彝 积 空间 EE, x 瑟 * 上 的 抽象 函 
数 刀 人 xz,?)， XEE,, JEEB,, 车 分 别 美 于 x* 及 2 都 是 线性 药 ， 
即 著 


召 (axi + bx) = aB(x sy) + BX, Ys 
Blxyay +hy) = 0B Yi) + B(x, ys), 
即 称 为 双 线 性 映射 车 8 关于 *x 为 线性 的 ， 而 关于 3 为 反 线 性 
或 弱 线 性 的 ， 即 ， 
Blx,ay) = G B(x,»), YaEc., 


» 号 和 


这 里 G 为 6 前 复 斐 诺 数 ， 则 称 召 为 群 双 线 性 的 (scsquilinear)。 
车 呈 , 与 卫 都 有 拓扑 结构 ， 且 值 域 了 山 有 拓扑 结构 ， 则 当 召 关 
于 x 及 ?整体 人 连续 时 ， 称 召 为 连续 的 。 营 B 分 别 寻 每 个 固定 的 * 
(或 关于 (或 妨 连 终 时 。， 即 称 电 为 分 别 连续 的 (separately 
continuonsy, 

定理 10 由 五 , x 吾 :到 中 的 双 线 性 脆 射 车 在 民 09， 0) 连 
续 ， 则 处 处 连续 。 

证 只 需 对 任 一 点 (xy 中 E 瑟 : x 已 ,改写 

Blx,y)} — Bexo, yo) 

= B(x— Xo Yo) + Bro y— 70) + Bx— Xo Yo. 
由 于 BB 在 (0,0) 的 连续 性 ,对 五 中 每 个 零 元 邻 域 玉 及 WV ,+ 地 ,+ 
到 ,号 ， 存 在 淮 元 名 域 UxVCE,x,, 合 当 (xz 一 xy 


Jy—y0) EU x HN, B(x—xo,y— yy) EW ,s 当 二 woEV 及 


yy 一 3 € LIVE, Besoss—y0) = Bl nty—y)) EW 


.1 yoEVRX— Xo E 二 UU 时, B 人 一 %oyo) EW。 故 当 


me 
(x—%0sy—y0) € (LU) x (Lr)NH, 有 B(x,y) — Blxo, 7) 


EW + +WWCW。 定理 得 证 。 

定理 1t ”由 下 空间 1 及 可 度量 化 空间 ,的 积 证 ,x ,到 
可 度量 化 空间 乒 的 分 别 连 续 的 ( 斜 ) 双 线性 映射 ， 也 是 整体 连续 
的 ， 

证 ” 央 可 庶 量 化 空间 具 第 一 可 列 性 ， 放 其 上 押 银 函数 锡 连 
续 性 可 山 序列 连续 性 家 述 。 据 定理 10， 具 需 证 明 , 对 ,x 上。 
中 每 个 收敛 于 零 元 的 列 (xn;3a)， 在 三 中 有 

。 39 。 


五 (xm ys) >0. 
对 固定 的 x。， 映射 8(xo,3) 闫 于 3 连续 ， 帮 对 下 中 每 个 零 元 部 
域 玉 ， 且 ,中 零 元 舍 域 :， 使 当 ynEV 时 有 
B(xos yn) EH, Hno, 
于 是 | 
td Blxo, vn} IW, 


对 #12 一 1， 总 可 取 瑟 守 0， 使 
要 -I , 


| Bix., y1) mW ， 
页 对 甘 产 六 0， 有 有 
C= UB yr Cp, 


即 忆 为 有 界 集 ， 对 固定 的 ya， 把 B(x, ya) 作 为 由 二 ;到 了 中 的 线 
性 观 射 中。 今 证 存在 芋 , 中 零 元 邻 域 咏 ， 使 
lye, ya) CCH, 


这 时 不 妨 试 为 丈 是 闭 的 心 实 称 集 。 取 闭 的 心 实 称 零 元 邻 域 太 1， 
使 玉 , + 这 ,CV。 作 集 
M=Ba' OF), 


用 8 的 连续 性 ， 知 每 个 Ba (VY 1) 咕 之 而 健 衣 为 闭 集 ， 并 会 开 
子 集 ， 国 五 ,为 完备 空间 . 头 因 对 每 个 Xx，E1, 集 {Bs (xo, yn)} 
有 界 ， 敬 存在 Pp 站 90， 使 PpBlxoy yn) 喧 他 1 即 pxoE 蜡 ， 碘 村 
为 香 吸 集 。 型 显然 为 心 实 称 的 ， 由 ec 于 ,CW ， lal 志 1， 有 

aBlxos ys) = Blaxo, ya) TH ,, xoEM, lalel. 
这 吉 轩 axo€ 村 ，|a| 志 1。 帮 佬 一族 ={x 一 x 人 xX,x?E 衣 } 合 
瑟 . 中 茶 零 元 邻 域 U， 和 使 

BU, ya EBM My CW -HW ,CW, 


A 


于 是 得 ; 
L | Bx, y) CH. 


=6T 
由 此 特别 有 - 
Blixay ya) EH , 和 2 
这 表明 是 六 00, 们 为 连续 的 。 定 理 证 些 。 
进一步 前 讨论 ， 除 参看 1.2.4 结 居所 附 的 书 和 外， 还 可 参考 
Schaeffer, H, H,, Topological Vecior Spfaces, 
Springer- Verlag, Berlin,1970.Cristescu, R., Topological 
Vecitor S$ paces, Noordhoff, Leydon, 1977. 


1.4 可 微 流 形 


1.4.1 范畴 与 函 子 


定义 f 范畴 .是 元 素 { 瑟 ,了 ,… 的 集 ， 对 任 二 元 ,了 有 

模 射 的 集 Mer( ,TY)， 全 对 任 三 个 元 二 ,了 ,<， 满 足 台 成 律 
MorCX ,YYyMor(Y ,2 一 Mor( 2Z) ， 

并 服从 下 列 会 理 ， 

Cat.1 每 个 Mor( 太 ,了 ) 有 元 idx， 在 合成 律 下 为 在 及 右 
单元 (人 恒 等 模 射 ); 

Cat.2 合成 律 具 结合 性 。 

集 Mor( 革 ,了 ) 中 元 称 为 六 到 了 的 模 射 ， 记 为 1 :XX 了 .二 模 
射 ,9 的 合成 记 作 f 。g 或 1 9。 

四 范畴 wx 到 wx! 的 函 子 14， .wz 为 一 肌 射 ， 对 中 每 元 
于 有 .we 中 元 4《) 福 应， 县 对 .x 中 守 个 模 射 站 ,> 了 ， 有 有 sz7 
中 模 射 4C1) ,A4CX)>4tY )， 使 当 f ,9 可 合成 时 ， 有 

4。 


{ACF 0 = 1449 3 


acd = id i on » 
这 种 阔 子 称 为 共 变 落 子 。 若 4 具 性 质 ks 
(CACFI ACYY > ACEXY, Adidr) = 1d (xys 
LAcf 9) SAC 40), 
则 4 称 为 反 灾 函 子 ， 宪 多 元 情 户 ， 可 类似 地 定义 对 某 些 元 为 共 变 
而 对 其 祭 元 为 度 变 的 混合 函 子 。 
启 s 尖 到 sr” 的 所 有 向 型 〈 捍 纯 共 变 ， 纯 反 变 或 局 型 汇合 ) 函 
子 作成 范 轩 Fua (err/ 7， 其 模 射 常 称 为 自然 变换 ， 以 代替 函 
子 模 射 ， 而 如 下 定义 ， 设 4,y 为 二 共 变 男子 ， 则 白 然 变换 t,4-> 
上 由 模 射 集 
fxsA(CH) >1R), VTE 
.组 或 ， 并 对 .wf 中 任 一 模 射 *, 广 > 了 ， 鸽 图 
4CX) 2 ut ) 
4 . utf) 
4 人 (7 .一 一 yD 
为 可 模 图 。 所 谓 名 射 的 可 和 糠 图， 坊 指 任 二 起 止 号 射 序 列 作 起 局 
一 合成 映射 。 全 各 上 因 类 光 ， 
» AC = pf) 。 
在 人 一 范 睛 中 ， 对 寞 射 六 ， >Y 各 存在 禄 庙 9， Y=>X, 
使 fg 及 9f 蝇 是 恒 等 模 射 ， 划 称 f 浪 同和 掀 。 例 部， 拓扑 空间 组 成 
鸳 范 畴 中 的 同 构 汶 拓扑 同 攀 或 同 私 ， 后 集 组 成 的 范畴 中 的 同 物 


为 双 射 。 
设 /: 环 > 了 为 模 射 。 若 模 射 9: 了 -> 二 使 Fo =idy， 则 称 g 为 


了 的 截 口 。 注 意 ， /的 裁 口 一 般 不 是 叭 一 的 . 
证 


下 面 简单 亚 介 绍 一 下 束 的 概念 。 束 是 出 局 部 信息 过 滤 到 全 
局 信息 的 机 制 ， 出 囊 流 形 是 局 部 Euclid 空 间 的 “并 贴 ” ， 所 以 
束 论 十 分 有 用 ， 

定义 2 折 扑 空间 吾 玫 范畴 . 巡 上 的 正 束 .是 函 子 集 ， 而 具 
人 性质， 

1) 对 每 什 非 空 开 集 U 二 。 对 应 有 集 F (CU) Er 

2) 对 EE 中 任 二 开 集 UU ,下 CU， 有 映射 集 ( 称 编 身 同 杰 ) 

ro (UY) > (PF). 


且 满 足 要 求 ， 
a) r= idy，idy 为 U 上 恒 等 映 射 ; 
b) 于 U 导 VHF， 有 t=? or 
车 全 及 多 为 上 预 束 ， 则 模 射 生 ;: 玉 二 多 为 映射 集 
hvs FF (CN (U) s 
而 对 中 三 个 开 集 品 ， 使 下 图 为 可 换 图 ; 


ho 
FU)—— > (U) 
re ry VoU. 
+ hy 
HPI ) 
车 各 为 肉 会 FCOC 多 (0)， 则 称 .2 为 多 的 子 预 束 。 
注 1 通常 还 要 求 和 C0) 作成 可 换 群 ， 对 子 预 束 也 如 此 ( 即 
失 子 群 顷 和 询 )， 卫 缩 射 同 态 及 模 射 保持 代数 化 构 ( 即 作 成 同 态 
群 )， 一 般 称 2 (0) 中 元 为 在 U 上 的 截 口 。 
定义 8 预 束 多 称 为 永 ， 若 对 互 中 开 集 忆 的 每 个 并 覆盖 列 
{CU}， 当 具 性 质 ， 
3， 车 ,1€E.F(U) 且 对 所 有 的 i。 有 r8, C3) =r8 (8, 则 


ss= ft: 


s 3 


Ss, 芒 s; 了 CU 4)s 县 当 U 间 Uj 尖 逆 时 ， 对 所 有 这 样 
的 i 及 7 有 


vy vy 
ryynys csi) =roynv ts), 


则 存在 s€ .了 (U)， 使 对 所 有 的 i ， 有 r8,(S) 一 354， 

束 的 横 入 或 昌 映 射 是 相 庶 基 席 预 来 的 横 射 。 浇 束 . 关 的 子 预 
束 为 京 ， 即 称 为 多 的 子 率 。 束 (或 预 率 ) 之 癌 的 同 构 由 je 的 同 构 
来 定义 。 注意 ,表明 ， 集 0 上 的 全 局 信息 由 其 局 部 信息 唯一 
确定 ; 而 $* 则 表明 : 局 部 信息 可 结合 给 出 全 局 信息 。 

例 1 设 基 ,了 为 拓扑 空间 ，Cx. y 为 让 上 如 下 定义 的 预 束 : 

1》 Cx,rt0)={f:U > 了 ,连续 ,UCX}s 

2 对 jECx ro0), rED=fly, VOUCR. 

可 核验 此 预 束 满足 要 求 51 及 5S ，， 疲 为 束 。 
例 2” 设 为 复 平 而 ， 定 义 预 束 多 ， 使 儿 (U) 为 开 集 口中 


有 界 全 统 函数 组 成 的 代数 。 记 Di = {z:1z|< 让 ,有 C= U4. 


定义 fi 名 (0) 为 ， f= 由 Liouville 定 更 知 不 存在 具 
性 古 了 v= 天 的 EE 多 (C)， 故 .多 不 为 束 。 考 察 其 报 出 ， 在 于 


预 束 .多 乃 出 有 界 性 这 个 全 局 性 质 所 定义 ， 而 不 是 单 由 局 部 福 质 
所 确定 。 

定义 4 拓扑 空间 元 的 覆盖 空间 了 上 是 如 下 的 拓扑 空 间 ， 使 
连续 盖 射 =:Y > 一 为 局 部 辕 且 。z:Y 一 各 福 开 集 世上 大 的 截 口 
为 连续 映射 0 二 了 ， 合 x。 了 =idwv、 沿 避 的 截 口 之 全 体 记 鸭 
TOU, TY. 

定义 5 设 祁 为 放 上 预 束 ， 用 

.多 = 一 lm (U) 


TEUV 


* 44°* 


记 (0 关于 缩 射 集 他 眉 的 直接 限 《归纳 腿 )， 即 UU 取 遍 x 的 开 
邻 域 而 赵 于 点 x 时 所 得 极限 . 营 .F 的 代数 结构 宇 直 接 限 下 保持 ， 
则 : 亦 具 此 结构 ， 而 称 为 9 定 x 的 芝 。 存在 自然 觅 射 
rR Fr XEU, 
而 使 天 ) 中 元 对 应 于 直接 限 中 的 等 价 类 , 若 sE .89CU)， 则 
二 "gx) 称 为 3 在 x 的 芽 ，s 蜀 称 为 芽 sx 的 代表 。 


1.4.2 导 射 与 切身 


古典 分 析 不 便于 直接 推广 到 流 形 上 。 因 此 ， 先 对 微分 运算 
给 出 新 的 理解 。 

可 微 函 数 放 :UCR=>RR 在 点 us。 EU 的 导数 通 常理 解 为/ 的 图 
背 在 如 的 切线 斜率 。 新 的 理解 则 把 

站 Fu) = f° (40) 
看 成 作用 于 向 量 # 一 #4 的 线性 映射 ， 即 ， 刀 Df C40) 是 由 下 到 玉 的 
唯一 线性 轴 射 ， 而 便 坝 射 
GU >R: gg) = (00) + Df (uo) 一 ao) {1) 

在 点 #6 与 1 相 奶 。 这 启示 我 们 给 出 如 下 的 一 般 定义 (六 简单 起 
拖 ， 以 下 只 考虑 有 限 维 实 向 量 空 间 ， 而 实际 对 互 空间 及 五 空间 
都 适用 ) 。 

定义 6 设 互 及 五 为 二 有 限 维 实 向 量 空间 。 邓 人 尾 二 上 映射 了 ， 
g;UCE=F, UU 为 开 集 ， 蓄 有 

lim = ol 


下 一 站 上 一 和 | 


则 称 了 及 9 在 snE UU 相 切 ， 这 里 |.1 为 相应 空间 的 范 或 度量 ，。 
不 难 核验 下 面 的 定理 。 
定理 1 设 记 ,了 如上， 对 于 上 股 射 1 :LU 一 也 及 点 4o EU， 最 


» 45* 


- 


完 存 在 一 个 线 忻 喘 射 工 E 工 (五 ,天 )， 使 映射 
3 了 (十 二 ( 一 20) 
在 ko 与 了 7 提 勾 ， 这 里 工 (五 ,天 ) 记 由 瑟 到 王 的 线性 映射 的 集合 。 
定义 7 营 对 看 在 定理 1 所 述 线 性 映射 ELC(E,Fy， 则 
称 f 在 t, 为 可 微 的 ， 并 定义 DI (uo) = 工 。 若 7 在 每 点 4E 了 如 可 微 ， 
则 映射 
DfU LE,F), >DI 
称 为 了 的 导 射 。 当 厂 了 连续 时 和 ， 称 了 属 CC)。 
例 3 设 i ECIOD)， UCR'yR*， 则 Df 为 由 RR" 到 RR* 的 
线性 连续 映射 ， 而 可 出 关于 R" 的 标准 基底 
C0 0 CO 0 0 so CO 01) 
的 分 量 下 出: 


Df -ef = 97 有 0)， 了 = 站 


ae 记 最 ， 故 Df tn 为 通常 的 Jacobi 敌阵 


定义 8 设 fEC!CUD)。 定义 ] 的 切 射 Tf 站 加 下 
Tf UxE>FxF, 
A, = (fDi -Fe), EU,eE EE, (2) 
这 里 Df (GD 'e 表 示 DI (wD) 作用 于 e EE，。 
定理 2 (合成 映射 的 链 式 法 则 ) 设 五 ;了 ,人 G 为 有 限 维 实 向 
量 空 间 。 对 C!: 中 任 二 映射 
fiUCE SV CCF, gi >G 
侣 成 映射 9 了,L7 一 全 也 属 C1， 上 且 
a 上 二 Df 作为 在 限 维 空间 百 上 线 改 映射， 关于 e 总 是 连续 的 ， 这 里 指 关 于 的 


+ 全 三 。 


Tlgef)= (Tne (Th, | 《3) 
即 ， 
go f, Dg eof) e) 
= {gt 0) ,Docf tuyy (Df (uy ey), 《4》 
这 可 由 定义 直接 导出 。 注 意 (3) 式 表明 切 和 时 了 是 共 恋 尖子。 
为 了 引进 高 阶 导 射 与 切 射 ， 启 人 CBE,F)iB 由 BxxE 
《上 恒 ) 到 捕 的 所 有 连续 多 重 线 性 映射 的 集 (多 重 线 性 指 对 每 个 
元 分 别 为 线性 的 ， 倒 如 双 线 性 )， 用 这 4(E ,下 ) 记 多 * 中 于 称 元 
组 成 的 子 集 ， 即 对 任何 排 裂 x 员 ,, 交 二 Cz),…, A(R)) 使 
了 (elsER) = 二 了 (ex syBs (8)) 的 线性 上 爱 莫 /的 集 用 
了 YE( 瑟 ,下 ) 记 和 斜 对 和 藉 元 的 子 集 ， 即 具 性 质 
fess ek) = (SET Ff (ert ys Es ky) 


的 线性 映射 站 的 集 ， 这 里 
六 1， 当 x 为 偶 排 烈 时， 
(—1, 当 z 汶 奇 排列 村。 


注 # ”代数 学 中 已 证 销 。 人 在 何 排列 可 宕 为 二 指标 的 对 换 之 
积 ， 例 如 


ET 一 


T1203,1) = {1,2) (1 ,3), 
这 种 表示 不 是 唯一 的 ， 但 因子 数 为 偶数 或 夺 数 ， 则 是 不 变 的 。 
当 因 子 数 为 偶数 时， 和 相 庇 排列 称 为 偏 排列 ， 否则 称 为 奇 排列 ， 
定理 3 存在 如 下 的 自然 同 构 ， 


OE, TEE FI Skt (EE , FY, 
证 对 PpEZ(B, RB,F))， 定义 Eh+1( 忆 ,FF) 如 
下 ， 


Eo 


PE sr ER) = lert1) (ery EE). 


*» 


容易 核验 ， 对 应 p>P 为 同 构 ， 岂 ， 它 是 双 射 。 

同样 ， 可 等 同 多 (RR, 下 ) 于 请; 对 PE (RR 站) , 祖 应 以 w(t1) 
EF. 

但 多 (已 . 尽 ) 与 百 贡 是 鸡 个 关系 , 一般 不 可 把 BE/ = 多 (EE ,RR) 
等 同 于 五 。 一 

现在 定义 高 阶 导 射 。 对 C! 映 射 *， UCE=>F, 有 DIi:U> 
(EB,FF)。 区 可 对 呈 了 递 扒 地 应 用 定义 8， 而 一 般 地 定 父 高 
阶 导 射 万 "7 如 下 。 

万 "了 = DADAfY UCE SZ (B ,FY), r=2,3,., 
据 定 理 3， 这 个 定义 是 合理 药 . 

若 品 'f 存 在 且 连 续 ， 则 称 f 属 于 C' (CU). 

高 阶 导 数 与 微分 顺序 无 关 的 人 性质， 引出 于 面 许 表述 。 

定理 4 若 f.UcCE->F 属 CTD ,WD OD EE 21 (ED). 

类 似 地 可 定义 高 阶 切 射 ?Ff。 应 用 数学 归纳 法 ， 册 (3) 式 
可 得 

定理 5 (CC?* 合 成 映射 的 链 式 法 则 ) 设 王 , 天 ,C 痢 是 有 限 维 
实 向 量 空间 ,jj :UCE>VcCF, gV ->G, f,gEC?, 则 9 ef 
也 属 C*"， 匡 

Trgs f= (Trg) oe (TH). (5) 

注意 ， 对 于 高 阶 导 射 DT(g。f)， 相应 的 表示 要 复杂 得 
多 。 豆 切 射 在 全 局 分 煌 中 二 导 射 更 为 自 狼 。 

例 4 不 难 计算 

Tf AU x Eyx (ExEyY>(Fx FYx Fx, 
(HE1 P1263) > CF (HY ,Df Cy es DF OD es, 
Dif CD (erses) + Df (lu) es), 
定义 9 车 7 :UCEB>VCF 属 C' 且 为 双 英 ， 同 时 道 映射 


» dB = 


广 ! 也 属 C， 册 称 为 C 刀 "微分 同姓 (<sr 近 o) . 


1.4.3 流 形 

在 给 出 流 形 的 形式 定义 之 前 ， 沈 举 一 个 例子 。 在 R*+ 中 
考 让 # 维 球面 S"= {x 1X|? 半 xX? 十 -二 Xn 一 1}。 可 构造 3" 到 KE* 
前 局 部 双 射 ， 例 如 由 南极 投射 到 北航 处 超 切 平面 上 的 球 极 射 
影 。 去 掉 南 极 忆 ， 这 是 3" 八 已 到 及 "上 的 局 部 双 射 。 同 样 ， 由 北 
极 出 发 的 球 航 射影 也 错 出 局 部 的 双 射 。 但 不 存在 由 3* 到 了 "的 
单个 观 射 。 还 可 注意 ， 在 用 分 别人 共 南 极 及 北航 出 发 的 两 个 双 射 
覆盖 3 * 时 ， 这 两 个 双 射 在 其 公共 定义 域 存 在 光滑 的 可 道 映 
射 ， 即 ， 这 两 个 双 射 在 公共 定之 域 中 是 四 容 的 。 

于 是 可 引 贞 一 般 欧 定义 。 

定义 10 集 S3 上 的 局 部 坐标 或 细 图 (Chart)， 是 出 S 上 子 
集 U 到 某 有 限 维 实 向 量 空 闻 中 开 子 集 的 双 射 p， 记 作 (U ,9). 
仿 上 的 图 焦 (Atlas) 是 细 图 的 集 w= CC aygo) aE A}, 而 其 
性 质 ， 

MAl Se= (Ue 

MA2" 对 中 性 二 细 图 CO coo)， (CU gs pa) 上 只 要 Us 
站 Ug 地 纪 ， 则 过 合 映射 

Paa= Pa Pa os tvanvg): EYE 

汶 CTO0r 坊 oo) 微分 同 肘 。g]y 记 pg 在 上 的 缩 射 。 

车 .ilL jer: 仍 作成 图 售 ， 则 二 圈 集 .及 3: 称 为 等 价 的 。 
S 上 图 集 的 等 价 类 称 为 S 上 C* 可 微 结 构 ， 记 作 .， 集 3 附 应 C" 
可 微 结 构 . 光 称 为 C "可 徽 流 形 ， 记 作对 = (3 ,9)。 通 常 把 型 等 . 
于 基 集 S， 而 略 去 可 微 结构 .多 。 

“)》 这 就 是 千 合 瞎 射 的 相 容 性 要 求 . 


sa， 


注意 对 3S 未 要 求 拓扑 结构 ,但 由 流 形 定 六， 可 对 于 或 $ 引 
进 拓扑 。 集 A4 呈 5 车 具 性 质 ， 对 每 点 a EA， 有 细 图 ( 避 ,P)， 使 
5EUc-A4， 则 和 区 4 为 开 集 。 由 于 流 形 5S 六 部 微分 同 旺 于 有 限 维 
实 光 基 空间 ， 故 S 上 的 拓扑 至 少 具 T ,分 高 性 及 次 紧 性 。 这 正 是 
一 释 对 可 微 流 形 所 加 的 要 求 。 

特别 ，C" 可 徽 流 形 称 为 拓扑 流 形 。 Te 

游 可 微 洲 形 半 的 每 点 8 有 细 图 ( 口 ,p)， 使 YEU 且 wwCU) 赔 
有 古 于 RR* 中 开 集 ， 则 称 放 为 维 流 形 。 

以 后 只 考 上 处 分离 的 、 第 三 可 列 的 # 维 C* 可 第 流 形 ， 并 简称 
为 可 微 流 形 ， 

例 5 ”一 个 集 可 有 多 种 可 微 结 掏 。 例 如 总 有 下 相 容 《 因 下 而 
前 pa 7 在 成 x*= 0 不 可 徽 ) 的 细 图 (也 是 图 集 ) 

(Um) Ur=R, wlr) =rs CR 
(U2 ,Pa)s UU = wat} =rER, 

它们 作成 丙种 不 等 价 的 可 微 结构 。 但 这 商 种 结 父 作 成 的 两 个 流 
形 是 微分 同 凸 的 ， 因 为 存在 光 海 汉 射 / :Pp. = pi 

例 6 《射影 空间 〉 设 E 为 有 痕 维 亢 居 空间 。 纺 合 于 EE 的 
射影 空间 P(E) 定 义 为 集 ， 

P(E) = {中 过 原点 的 一 维 子 空 间 全 体 }. 
特别 重要 鸭 是 = Rr+t!1 及 EB = Cr™t1 的 情形 。 再 在 证 明 Py (RR) 二 
了 (Ra+!) 为 可 微 流 形 。 考 碰 由 RR"*' {0} 到 (RR) 上 的 投影 
Tx) = Ts = {es Xr) {ER!}. 

注意 z (x) 是 由 点 X= (xxza) 关 (0 …0,)ERn+ 张 成 的 一 纵 
子 空间 .在 PstR)} 上 引进 由 zx 导出 的 商 扬 扒 , 期 当 和 且 仅 当 x :CU ) 
为 RR**+!1 入 {0} 中 升 集 时 ，UCPsCR) 为 开 集 ,于 是 x 为 连续 映 


射 ， 且 也。(B) 为 具 可 询 盐 底 的 了 :空间 。 因 缩 射 
| a S* >P.(R) 


+ 60 " 


连 综 且 为 攻 壬 ， 硕 了 PP,( 有 R) 为 紧 空间 ， 若 x*E€ R"+ 疏 {10}, 记 Kx》 
= [Yo sn]， 江 和 欧 (Xo，… Xn) 为 [xu…:xa] 的 齐 次 坐标 。 
潜 (% 的 曙 一 组 章 次 坐标 ， 则 畴 Lx os s 
Xn] 是 (Xo Xn) 或 (X12) 张 成 的 一 维 子 空间 ， 才 对 某 个 
* ERN{0} 有 x = 了 7= 0 1 ya 于 起 T(x)= z(t1x)， 利 
用 齐 次 坐标 ， 可 如 下 定义 PrtR) 上 的 可 微 结 构 (实际 上 是 解 析 
结构 )， 令 | 
Ue= {EPr(R): [xi Xl Xa 0}, 
= 人 0,1 


每 个 Uc 为 开 集 ， 且 Po(R)= 由 Ua， 再 定义 网 图 为 ， 
hosU a>R", ha(Lxo ,Xn]) 由 
Xo a Xe-1 Se a Hn 明 
= (8, ba 3 ” ,和 )ER 和 


Er Xa 

可 层 验 hs 为 同 脖 ， 量 8。。 后 ! 汶 微分 同 雄 。 故 得 PCR) 上 的 可 
微 结 构 。 :1 

类 航 地 可 讨论 任意 射影 空间 二 (五 )。 四 

一 般 ， 可 引进 集 

Ga(E) = { 五 中 所 有 吕 维 子 空间 的 集 }， 0<h<dim，. 
而 丈 为 结合 于 如 的 Grassmann 流 形 ， 对 CGx 可 伪 上 引进 可 微 结 
构 ， 它 是 Rn 一 8) 维 紧 流 有 展 ， 这 里 # 品 瑟 的 维 数 。 

瑟 : 中 锥 而 Xx? ;= 不 是 可 微 流 形 , 莫 至 不 是 折 扑 流 形 ， 
固 在 点 (0,0;0) 近 旁 不 存在 任何 细 图 . 

设 C9 多) 芭 习 和 多 芭 为 任意 西 个 流 形 ， 可 构造 滋 积 流 形 
(Dx 5s Xs)， 上 其 订 微 辣 构 出 图 集 

{UU xUs pp) PEH, i=1,2} 

傅 定 。 


二 Gi" 


若 蜡 为 可 微 流 形 ，4 为 于 的 开 子 集 ， 刚 开 上 的 可 微 结 构 自 
然 地 导 册 4 上 可 微 秒 和 格 ， 而 称 .4 为 好 的 开 子 流 形 。 一 般 地 ， 好 
的 子 流 形 如 下 定义 。 

定义 11 流 形 对 的 子 流 形 妃 是 对 的 子 集 而 具 性 质 ， 对 每 点 
5EB， 有 半 中 细 图 (上 ,wp)， 使 85EU， 并 具 子 流 形 性 质 : 存在 
有 限 维 实 向 量 空间 已 及 已 ， 便 

(SM) pAU>ExF, ptUNB)=p UI NEx {0). 

考虑 二 流 诬 间 的 映射 f ;一 NN。 甘 对 每 点 x EE 开 及 NN 中 细 
图 (了 ,gp) 而 使 FLx)EV， 总 存在 性 中 细 图 (U ,gp), 使 XEU ， 
fCU)CV， 且 f 的 局 部 表示 

fo#¥=» “fp ! 

属 C7， 则 称 映射 F 属 Cr。 


1.4.4 没入 与 浸 盖 
: 设 训 及 入 为 同 维 流 形 ,并 给 定 映 射 了 ;于 一 交 ,， 车 在 点 xE 斑 
存在 邻 域 ， 匆 分 同 肘 二 点 y= 了 (x) 扎 如 的 茶 个 邻 域 ， 即 称 f 在 
点 * 为 局 部 微分 同 腑 。 于 是 通常 的 反 沙 数 定 理 可 表述 如 下 。 

反 函 数 定 理 ” 设 1; 一 使 切 射 Tf 了 在 点 x 为 同 构 ， 则 了 在 
x 为 局 部 C :微分 同上 是 。 

注 3 流 形 且 币 了 的 切 射 了 了 可 用 局 部 表示 fy 的 切 射 及 细 图 
的 切 射 如 下 确定 : 

了 To = 了 (的 Ii ° 1)= (CTF) * (Tf) (To 1)s 
Tf= (TH) oT foy) (TE 1) i, 

由 于 切 射 的 同 构 由 lacobi 行 列 式 不 为 零 所 中 征 ， 于 是 引出 
如 下 概念 。 

当 dimJ<dim 交 即 对 的 维 数 小 于 六 的 维 数 时 ， 映 射 了 在 
点 * 具 最 人 竺 局 部 性 态 乃 要 求 切身 了 在 点 x 为 内 射 。 这 时 称 在 点 


" Ba" 


x 为 没入 。 鞭 在 时 中 每 点 为 没入 ,网 称 /为 由 型 到 六 中 的 没 入 ， 
豆 * 到 严 2C8< 门 中 的 内 含 喘 射 称 典 则 没入 ， 
7 
对 微分 同 胚 来 说 ， 这 是 唯一 的 局 部 没入 ， 
定理 6 (局 部 没入 定理 ) 设 F 好 一 六 在 点 zx 为 没入 ， 出 在 
点 * 及 y= f(x) 近 旁 存在 局 部 坐标 ， 使 
{Xs KE) = CX A 0 0). 


证 ” 先 选 择 局 部 吉 示 ， 使 褐 成 可 换 图 ; 


M_ 
+ + 
?| | bo)=x, UR, 


US 


pO0)= 3, VR 
因 了 gC0)sU x RE 一 玉 x 民 1 为 内 射 ， 必要 时 政变 RR! 中 基 诡 ， 可 
认为 了 gf07 的 ! x 名 秆 阵 取 形 ， 
(*) 
0 
天 流下 交 形 章 位 方 阵 。 帮 了 驶 射 G: 世 关 尼 5 一 如 5 吉 下 ， 
CN) JONI) + (0, 2D)， FA 
G 映 Ri 中 的 开 集 为 1! 中 的 开 集 ， 旦 TGC0) 的 方 阵 为 1。 由 友 
遂 数 定理 知 G 在 些 标 原点 为 R' 中 局 部 微分 同 胚 .注意 9=G。J， 
了 为 典 则 淄 入 。 因 闻 及 GG 在 原点 为 局 部 微分 同 胚 ， 邦 上 加 。 避 亦 
然 ， 卫 可 用 作 NN 在 点 2 的 局 部 华 标 。 必 要 时 适当 缩小 U 及 广 ， 
可 便 下 图 为 可 换 图 ， 
* 6 


由 此 得 
{=o (Gel) op i= (ye Go .gy-!, 
这 正好 给 出 定理 所 需 结 果 。 

推论 1 车? 在 点 x 为 没入 ， 则 /在 x 的 某 邻 城中 为 没入 。 

这 个 推论 表明 没入 为 局 部 性 质 。 因 此 ， 任 意 设 入 f MM 一 NN 
的 每 集 1(M) 呈 入 不 必 是 让 的 子 流 形 。 事 实 上 ， 没 入 不 一 定 是 
内 射 . 但 即 令 是 内 射 的 没入 #，f( 太 ) 人 也 不 必 是 六 的 子 流 形 。 仪 
当 还 要 求 内 射 的 没入 了 为 适 映射 ， 即 六 中 每 个 紧 集 的 原 旬 
fi(N) 也 足 紧 集 时 ， 象 集 F(CaM) 才 是 六 中 子 流 形 . 这 就 是 下 面 
定理 的 结论 ，。 

定理 7 内 射 的 通 投 入 ( 称 柑 入 )f ;MM 一 和 N 微 分 同 叉 地黄 对 
到 六 的 子 流 形 上 ， 

证 ”为 证 FM ?为 六 的 耶 流 形 ， 只 需 证 任 一 开 集 玩 玫 杉 前 
象 拓 矿 ) 为 FI) 前 开 子 全 ， 于 是 据 定理 6 ， 即 知 子 流 彤 性 质 
(SM) 成 立 。 医 FCW) 不 为 开 子 集 ， 网 存 在 点 到 {yy 让 于 了 (MM)， 
未 属于 f(TV)， 但 收 化 于 基点 y E 六 严 )。 今 {y,Y1} 为 紧 集 ， 
而 了 为 适 映 射 ， 故 {2，,y 弛 在 好 中 的 原 象 也 是 紧 集 。 电 于 了 为 内 
射 ， 每 点 34 具有 .一 个 原 象 点 4 和 时， 且 y 的 唯一 原 象 点 xE 环 ， 
困 {z,zi} 为 紧 集 ， 帮 有 子 列 (不 芒 仍 记 为 ft) 收 化 于 =E 及 。 于 
是 有 f (x1) 一 f(z2)。 但 f(x4) 一 f(x)， 由 f 的 内 射 性 知 应 有 z= 
#。 但 历 为 开 集 ， 且 x1 一 *， 放 对 大 的 i: 有 Xx1E 厂 , 随 之 f (x4) = 
ya Ef(V)。 这 与 假定 yf( 奢 ) 不 符 。 故 f(WW) 为 开 集 。 因 
地 ，A( 太 ) 为 必 的 子 流 形 ， 容 易 验 证 MM 一 fC) 为 微分 辐 厦 ， 


i 。 


首先 ， 已 知 它 是 局 部 微分 同 且 。 上 四 子 它 是 双 射 ， 巩 本 ! 有 定 头 
并 属 C "。 征 理 证 毕 。 
当 dimMM>dim 和 NN 时， 车 切 射 Tf 在 点 x 为 盖 射 ， 则 称 f 在 
点 x 为 淄 盖 } 若 f 在 村 的 每 点 为 浸 盖 ， 刚 称 为 由 好 致 六 上 的 溪 
盖 。 竺 别 ， 吕 * 到 并且 上 的 摄影 称 典 则 瀑 盖 ， 
KR (CRs KEI KL ), 
类 似 于 没入 员 射 ， 有 如 下 结果 。 
定理 8 (局 部 浸 盖 定理 ) 设 f 玫 一 入 在 点 x 为 浸 盖 ， 则 存 
在 x 及 y= 了 (x}) 的 局 部 华 标 ， 估 
FR se NRE) = (FHL), 


证 设 给 定 任 屿 的 局 部 映射 可 搁 图 ， 


1 
oY 一 一 > v0)=x, UcRYs 
| » 
: BO)= yy, VORI. 
UT_ 了 


因 Dg0C0) 为 六 射 ， Rx 一 RT(h> 门 ， 由 Rr 中 华 标 的 潢 秩 线 性 变 
换 ， 总 可 认为 DDg(0) 的 1x 8 矩阵 取 形 (4110)。 疯 在 定义 村 一 
RE 加 下 ， 

Ga) = (gC0) 00s 08), OG=(0," 08) EU. 
方 阵 DG(o) = 了， 政令 在 点 x= 0 为 局 部 微分 同 肪 .于 是 G7! 存 
在 且 为 由 原点 茶 开 今 域 U! 到 UU 中 的 微分 同 且 。 据 6 的 定义 知 
9= 尺 o。 人 ,长 为 典 则 淄 症 。 故 9。 1 = 上 攻 ， 随 之 得 可 换 图 ， 
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not 1! | 
| 
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而 给 出 定理 所 锅 映 射 = 站 < 下 。(o。 GD 
推论 2 ” 震 f 在 点 x 为 淄 盖 ， 则 它 在 x 的 某 邻 域 中 为 漫话 。 
给 定 光 滑 上 映射 1 必 一 入 。 敬 对 点 YE 入， 在 每 个 使 f(x)= 
3 的 点 2， 切 射 了 7 为 盖 射 ， 则 称 y 为 了 的 正则 值 ， 相 庶 前 原 象 < 
都 称 为 正则 点 fa) 的 非 正 则 值 称 为 了 指 临 园 值 ， 相 应 的 原 
象 * 称 为 临界 点 。 一 般 ， 闪 7 ) 中 的 ?也 称 为 的 正则 和 值 。 
定理 9 ( 原 象 定理 ) 苦 y 为 ;一 入 的 正则 值 ， 网 原 象 
-1 为 代 的 于 流 形 ， 且 
dimf -i(y)= dimM — dimN. 
证 拱 定 理 8 知 存 在 x 及 = fx) 的 局 部 浊 标 使 
fx se RE) = Xi Np) 
县 3 对 应 于 中 原点 ， 在 点 x 近 旁 ，f 开 为 点 集 {(0,… ,0， 
i+1s "9XR)}。 确切 些 说 ， 设 为 x 在 此 局 部 华 标 下 的 邻 域 ， 
出 集 产 区 7) 门下 为 使 3 = 0,… ,X= 0 的 集 . 玖 函 数 X i141"… ,XX 
作成 此 集 的 局 部 举 标 ;而 集 广 区 3 切 站 正则 为 如 5 x 10} 的 相对 
开 子 集 。 故 三 区) 为 好 竟 子 请 形 。 维 数 关 系 是 显然 前 。 


1.5 向 量 从 


1.5.1 定义 


粗略 地 说 ， 向 量 基 是 在 流 形 的 每 点 附 一 向 量 空间 的 集 ， 刨 
如 # 维 球面 3* 及 在 其 每 点 的 切 平 而 作成 向 量 闪 ( 切 且 )5 S* 及 其 
每 点 的 法 线 也 作成 向 量 从 (法 从 )。 下 面 分 酌 步 引进 向 喇 从 的 一 
般 定 叉 。 

定义 { 设 瑟 及 五 为 有 限 维 实 向 量 空间 ， 忆 为 吾 的 升 子 集 ， 
称 直 积 U x 五 为 局 部 向 量具 ， 特别 著 己 = R"， 则 称 U x Rm 为 平 
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几 司 部 疝 最 外，U 称 为 廉 空间 ， 而 可 等 同 于 Ux10， 所 谓 的 
零 截 口 。 洒 后 EEZ， 称 1 x 下 为 扁 部 向 量 从 在 点 4 上 的 纤维 ， 
可 赋 久 到 的 向 量 空间 结 移 . 由 ze 六 = 《YYf 了 ER) 定义 的 映 
射 


Tw UxF—= Fr 

称 扁 部 向 最 从 的 投影 。 对 任 一 点 4€ UU 上 共 上 纤维 是 x 1(2). 

因 U x 六 为 瑟 x 下 的 开 子 集 ， 训 为 子 流 形 . 

识 p 为 局 部 间 量 从 司 的 腕 射 。 Ux 了 一 7x 7。 车 gg 为 CC” 
微分 同 胚 已 具有 形 

Pu f= Cp) Pelt):f), 

9 为 线 件 同 构 ， 则 称 9 为 局 部 向 量 从 局 梅 。 

定义 2” 集 3 的 局 部 向 量 从 细 图 是 〈C ,pp)” UCS, gsU” 
已 x 为 双 射 (Ex 用 与 p 有 关 )。53 上 的 向 量具 图 集 是 族 
有 = TCD ， 而 生性 质 : . 

VBAl= MA1。 即 3 = LU 


BA2 对 儿 中 任 二 网 隅 (U4 C039 人 Uy 和 

全 ， 有 wD 人 Uy)= Usx 下 1， 且 迁移 函数 
Pir= pie Pi fo crenrs? 

为 局 部 向 量 从 辣 构 ， 

车 多 1 及 匀 : 是 S 上 二 疝 量 从 图 集 ， 则 当 . 多 1 U 多 3 仍 作成 3 
上 图 集 时 ， 称 为 等 价 图 集 。S 上 向 量 从 结 梅 是 向 量 苦 阿 集 的 等 
价 类 ， 向量 从 是 底 集 S 及 其 上 向 量 从 结构 的 结合 ， 记 作 且 = 
(5 ,2 )， 通常 等 同上 于 S， 而 上 略 去 结构 不 记 ， 

由 YBA1--2 知 机 A1 一 2 成 立 ，— 邦 在 S 上 导出 可 微 结 构 。 
以 后 总 认 六 53 且 分 离 的 、 第 二 可 列 性 拓扑 ， 并 有 固定 维 数 1， 

对 向 量 丛 了 = (5 ,Y) 训 如 下 定义 零 截 口 : 


后 7 + 


E,={eEE.IU. PE Se= p(n ,0),u EU}, 
赦 吾 是 局 部 测量 失 的 所 有 有 零 截 局 的 并 ， 
设 (U ,Oo)E 罗 为 向 量 从 细 图 ,esoE 忆 ,而 使 fen) 一 (ai ,0). 
记 
Ee p=p"1({u}x Fr), 
并 炭 以 由 双 射 p 导 出 的 有 限 维 实 向 量 空间 结构 ， 而 称 为 向 量 从 
五 在 点 ?o 上 .的 纤维 。 
定理 1 1) 若 e, 位 于 二 细 图 (Cipi)， (aos) 的 交集 
U,NU;, 中 ， 虽 
Eee = Ee,.r, 
等 号 表明 点 集 因子 及 实 向 量 空间 因子 分 着 重合 ; 
2) 对 eE 吾 ， 怡 存在 一 点 eo。E 瑟 ,， 使 对 基 (U op 有 
eEE,.. Ps 
3) 号 ,是 EE 的 于 流 形 ; 
4) 瑞 射 关 ,五 一 已 。: mrfe)= el 为 盖 射 且 属 CC ,这 里 eo 是 2) 
中 由 所 实 定 的 唯一 对 应 元 eo。 
证 1) 设 pi(eo)= (481,0)，ps(e0) = [42,0)。 可 认为 9 
及 gs 的 定义 域 等 同 。 因 迁移 函数 =p1。wz ! 为 局 部 向 量 从 间 
构 ， 而 
Be p= Pi (ux FO=pI oa {ut}x FD 
=pi:({ut} x FI) = Be, 0,, 
这 里 用 到 如 下 诸 关 系 
pils{pae)} = {ut} x Fie, PPI spae) P(e)s 
Cs Pale)= {us} x Fs= {yx FY, 
人 


:和 


故 玉 。，o, = 五 w,， 是 向 量 空 间 结构 一 教 。 


2) 荐 eEF, pile)=(u fi), pile)= (2, fi), £1= 
Pi 0 es pi 0， 则 gC#s ,fs) = (af)) 故 zc 为 线 
性 同 构 ，{w,}x 症 i> x 了 1。 于 是 

Wiles =a,0) = (#1,0) = 1(e1)Ses = el. 

3) 只 和 需 验 证 ， 对 eo。€ Eo。， 存 在 细 图 ( 吕 ,w) 具 1.4.3 子 流 
形 性 质 (SM)。 由 这 个 细 图 拘 造 向 量 从 细 图 ， 不 入 仍 记 为 (U， 
gg)， 使 2e，,E€U。 即 得 性 于 (SM )， 

UNED)=U x {0 =9U NE; x {10})., 

4) x 显然 为 盖 射 。 只 和 需 证 局 部 有 xz EC*。 出 局 部 表示 知 
Tuff 7) 一 C41,0)， 歼 肩 部 有 x EC*。 

推论 1 设 王 为 向 量 从 ， 其 零 截 口 刁 , 为 其 子 流 形 ， 且 存 在 
映射 +; 五 一 请 。， 称 为 向 量 从 投影 ， 属 于 C" 生 为 盖 射 。 对 每 点 
enEEo rigeo) 为 eo 上 的 纤维 ， 而 由 任 一 向 量具 细 图 导出 其 
上 向量 空间 结构 。 

根据 这 个 推论 ， 可 把 向 量 从 上 = (5S, ) 表 示 鸭 x: 一色。 
或 (E,x, Eo). 

定义 3 设 z; 上 一 吾 沪 向 量 从 。z 的 G1 截 口 是 桂 一 个 具 如 下 
性 质 的 C7 映射 #5:8-* 忆 ， 使 对 每 一 点 bE 如 ， 有 

rE6))=6 即 wo é=ids, 
用 夏 $ 记 x 的 所 有 C? 截 口 的 集 ， 并 出 以 《无限 维 ) 实 向 量 空间 结 
鬼 ,。 


1.5.2 切 从 
在 1.4.4 中 兽 用 局 部 表示 定义 流 形 映射 的 切 射 了， 现在 
用 另 一 途径 引进 切 射 ， 而 分 成 儿 步 。 
“59 。 


定义 4 设计 为 流 形 。mE 好 。 称 C1! 映射 CT 一 好 为 过 点 

m 的 曲线 ， 这 里 17 为 了 中 开 区 间 ， 且 0€1, CC(0)=m。 设 c 及 cz 
是 岩 上 过 点 浊 的 明 线 ,CU ,pp) 为 中 细 图 ,使 WEU。 若 p 。cl 
及 w。c; 企 点 口 相 切 ， 则 称 c1 及 cs 美 于 在 点 人 t 相 切 。 

定理 2 设 c 1 及 cs 为 机 上 过 点 mm 的 二 有 蛆 钱 ，(U,,w1) 及 
《U2) 为 信 上 会 开 的 二 细 图 ， 则 当 且 避 当 ec 及 cz 关于 ps 在 点 
克 柱 切 侍 ， 安 科 关 于 pi 在 点 吕 相 女 、 

证 ” 当 且 权 当 

Ogee) 0)= Dp oc.)(0) 
时 ，5， 及 cs 关于 9 在 严 相 切 ， 这 里 不 妨 认 为 clf(0) = caf0) = 功 。 
因 
Pao C= Pao PT)o (Po 0) =1 2 
据 1.4.2 定 理 3 知 有 
Dp ec)(0)= Dg, oe.)(0), 
故 定 理 成 立 。 
这 个 定 更 表明 ， 曲 线 在 一 点 wr 着 相 切 与 所 用 网 图 元 关 ， 
显然 ， 在 点 亚 祖 切 蚌 过 搓 的 骨 铸 间 的 等 价 关 系 ， 记 其 等 价 类 为 
[Fenn， 这 里 ec 是 过 点 三 的 等 价 时 线 族 的 代表 。 
定义 5 过 流 形 财 上 点 放 的 等 芥 曲 绕 类 的 集 工 n( 邮 ) 二 
{[c] 中 称 为 李 在 点 和 的 切 空 间 。 对 集 .4C 记 了 Mia= 
el nM) 特别 当 4 = 型 时 ， 
TM=TM |y 

称 为 导 的 切 从 。 由 tw([eJm) =Y 定 义 的 上 映射 
rs 一 

称 为 半 的 切 从 投影 

现在 应 证 明 1,4,2 中 定义 的 了 ,: T,U=Ux 玉 与 上 面 定 义 
的 了 :在 局 部 情形 重合 一 致 : 了,U = 了 :局 ， 即 在 与 流 形 尾 一 开 


* 全 心 ， 


集 微 分 同 是 的 右 限 维 实 空间 上 辣 构 。 
:定理 8 设 忆 为 有 限 维 实 问 量 空间 天 的 开 子 集 ，2 为 过 点 
2 和 这 的 曲线 ， 则 存在 唯一 的 eE 刀 .使 由 ca et(lf)=4W+te 定义 
的 曲线 co, . 存 点 # 与 5 相 殷 ， 

证 出 1.4.2 知 De(0) 是 儿 (R, 瑟 ) 中 唯一 的 线性 映射 ， 使 


由 下 式 


t=4+ De(0)t 

铂 定 的 曲线 g; 环 一 瑟 在 t=0 雪 于 c。 取 e = De(0)-.1, 有 9= ce e， 
故 定 理 成 立 ， 

据 定 理 3 知 喘 射 了 .UT 了 TU i(W,6) =[cs, ea 为 双 
射 ， 并 可 用 i 在 了 ,UU 上 定义 局 部 向 量 丛 结构。 由 此 知 了 1 与 
Ts 为 局 部 同 构 。 

定理 4 设 流 庆 时 上 二 曲线 ec, 及 cs 切 于 mmE 邮 ,村 一 六 属 
C1， 黄 Fe: 及 cs 切 于 大 mm)EAY。 

证 ”由 I.4,2 定 理 2 知 f。ci 及 f。5; 都 属 C!。 为 了 证 骨 它 
们 在 点 fm) 祖 切 ， 取 入 上 细 图 (7,)， 使 (mw)E 广 。 今 证 

D{¥$ of oC)0)= Depo fo 5.)00). (1) 

因 W of ocy= (Befowm Do (noc),j=-1,2， 这 里 (UU,wp) 为 
MM 上 细 图 ， 量 WEU ,了 (OC 据 1,4.32 定 理 2 ， 知 (1) 式 成 
立 ， 砚 定 埋 得 证 。 

由 这 个 定理 可 引出 下 面 的 定义 。 

定义 6 设 流 形 贞 射 f ;再 一 六 属 C!， 定 义 

了 FT 了 一 了 了 六， 7 了 FIe]oe)=[F。 CJ tmy ， 

而 称 子 了 为 了 的 切 射 。 

定理 5 1) 设 f 1 一 六，g: 六 一 天 都 属 C， 则 9 = ,一 
去 也 属 忆 :， 且 有 

Tlgof)= (T9000o (Th); 
“Gl 


2) 设 f 订 一 邮 为 征 等 映射 ， 则 了 了 一 了 六 也 是 恒 等 
映射 ， 
3) 若 f :用 一 入 为 微分 同 肘 ， 刚 Tf; 了 MT 了 NN 为 双 射 ， 
且 
CTHI=T(f YD)., 
证 1) 设 (D (三 ; 的 ，( 环 ,o) 分 别 为 机, 玉 , 基 中 组 
图 ， 使 (UDC 六 ，9( 门 叶 矿 ， 则 对 局 部 襟 示 有 
(gef)wp=pogof op i=pogo Piopof op! 
= yp of oy; 
据 1.4.2 定 理 2 知 上 式 左边 随 之 9。f 属 C:。 此 外 ， 
Tlgo feln} =[oof oc orem 
(Tg) oe (TH)(Eem) = Tg oe (Lf oer mm) 
=[3o cjg.s (ms 
上 责 式 右边 机 等 ， 故 得 TC(g of)=- (Tg9) oT 有, 
2) 是 定义 6 的 直接 推论 。 
3) 了 及 六 :显然 才 是 微分 同 有 是， 且 三 :为 六 上 恒 圭 上 喘 
射 ， 扩 1。 为 寻 上 恒 等 陕 射 。 由 碍 及 2) 知 (7 有) o (T7171) 及 
[了 广 虽 (了 广 分 别 是 了 祥 及 了 虹 王 的 恒 等 映 射 。 和 定理 得 证 。 
应 用 数学 归纳 法 ， 由 1) 可 得 如 下 缚 果 . 
推论 2 ”设计 一 入 ，gs 和 一 上 都 属 C' 则 g 。f 也 属 C”， 
和 下 有 : 
Ti(gof}y= Tg) oe (Tf)., 
以 后 总 等 同 明王 其 切 及 了 虹 的 零 截 日 : 等同 切 从 投 是 th; 
了 1 一 好 于 切 从 到 零 截 口 上 的 向 量具 投影 。 


1.5.3 贯 裁 吏 射 
定义 7 设 玉 及 六 为 流 形 ，/ ;一 入 属 C1，Q@ 为 六 的 子 流 
. [ 守 


形 ， 若 在 点 x*= 下 19)CJ71() 有 
TyN= TyQBT yf MM), (2) 
即 称 野 里 了 在 点 x 贯 截 于 人 @，; 阁 对 每 点 x Ef71(Q@) 都 如 此 ,到 称 了 
贯 瞧 于 人 @， 记 信 7 币 久 。 特 崭 车 吝 及 包 都 是 六 的 子 流 形 ， 且 于 到 
雯 中 前 典 则 内 全 在 x*E MH 站 日 攻 淮 于 @， 则 称 M 在 点 x 贯 截 于 Q; 
车 对 每 点 x€ 训 作 @ 都 如 此 ， 玉 称 M 丑 截 于 Q@， 记 作 峙 和 赴 Q. 
TN=T N+TQ. (3) 
定理 6 车 尖 滑 映 射 了 :对 一 六 贯 截 于 子 流 形 RCN， 则 原 
每 三 :CQn KE) 为 时 角子 流 形 ， 且 
codimf -1(QN FCOWMY) = codim®. 
这 里 codim 记 余 维 数 ， 秽 如 ; codimQ@= dimN 一 dimQ. 
证 "对 任 一 点 3EBB 间 FiH)， 记 y=JCx)。 可 在 3 的 馈 域 
帅 飞 @@ 为 独立 函数 g,，… ,9; 的 零点 集 ， 这 里 1= codimQ@。 故 在 
碟 * 的 菜 邻 城 万 中， 原 得 11CQNACWD)) 为 go。 了,…,91。 了 的 
霍 点 案 。 用 9 记 让 点 7 近 旁 定义 的 淄 族 (91,…,91)。 可 应 用 
I.4.4 定 理 9 于 山 射 5 。f 太一 如 5， 即 当 点 0 为 9 的 正则 代 
时 ， (98。 了)"1(0) 为 于 中 子 芒 形 。 为 证 明 点 x*Ef iQN7CM)) 
为 正则 点 ， 只 天 证 (3 = 门 (x) 或 DCg 。f)C2#) 为 盖 射 。 由 于 
Dlgo (x) = Dety) 。 DFCx), 
线性 映射 Dcg o 了 CX); 了 so 几 一 Ri 当 自 仅 当 Dg(y) 把 Df(x) 的 
象 上映 射 到 R! 上册 为 盖 射 但 了 gCy);T 了 yN 一 RI 为 线性 盖 射 ， 
且 营 粹 (地 零点 集 ) 为 子 空间 DygQ， 故 Dg(y) 把 了 yi 的 子 空间 
缺 射 到 六 :上 时 ， 怡 当 此 子 空间 Tv(7GM 7 与 wyC 一 道 张 成 整 
个 空间 了 yiY。 这 一 点 正好 中 《2) 式 所 保证 。 
至 于 余 维 数 煌 等 ， 则 是 显然 的 ， 因 1 开 @ 门 fCM)) 和 避 都 
出 上 个 狂 立 本 数 的 零点 集 局 部 珍 定 。 


* 。 


推论 3 流 形 如 的 二 项 截 子 流 形 寻 及 怠 的 交 仍 为 子 说 形 ， 


县 有 
codim(MN OQ)=codimM +codim®Q, 


事实 上 ， 对 有 限 维 实 向 量 空 千 @ 的 线性 子 空 间 羡 与 忆 ， 
ENP+* 信 ， 容 易 验 证 关系 式 : 
dim(ENF)}=dimE +dimF— dimG. 


1.5.4 张 量 从 
用 2#( 忆 ,x … Xx 忆 s; 下 ) 记 由 有 限 维 实 向 量 空间 的 直 积 
巨 , x …x 本 4 到 五 的 连续 多 重 线性 映射 的 集 . 转 别 记 焉 *= 
多 ( 包 , R)， 称 为 的 代数 对 偶 空间 。 若 =(e1,…,en) 为 
的 一 组 基底 ， 则 上 "中 存在 唯一 的 一 组 对 侦 基 底 2* =(a',-…， 
在 使 
ai(ey = 61, 
其 中 时 为 Kronecker 记 号 ，ai(es) 为 对 侦 作 用 式 。 
ailes)=ate!" te +atel{™) 3 
a 与 ef 分别 是 a1 与 et 的 分 量 。 利 用 这 商 组 基底 ， 玉 中 每 个 网 
量 e 可 表示 为 ， 


8 = at(e)es. 
= 


三 * 中 每 个 风量 < 出 可 表示 为 ， 


可 等 同 (BE*》* 二 "二 (EBE', 情 ) 于 EE， 对 每 个 eEEB， 可 
允诺 于 由 
本本。 


e@" (co 一 Cfe) 
所 确定 的 e** EE"*， 这 里 a 为 E* 中 任 一 向 量 。 因 有 有 限 维 数 
?， 庙 射 e 一 ”为 同 鬼 。 
定 光 8 THAE)= 2 Ex x Ex Ex.-...xE,R), 
+ 与 3 分 别 是 E* 和 玉 在 直 积 中 的 重 数 ，T 了 5() 中 元 称 为 上 上 具 


; 
反 变 阶 r、 共 变 阶 :的 张 重 ， 简 称 为 (” ) 型 张 量 ， 
[4 


据 1.4.2 定 理 3 有 等 同 关 系 
THEYSE, TAEYESE:. 
定理 ?7 设 dimE =mw， 则 TE(E) 为 n+* 维 的 实 向 量 空 间 ， 


若 e =(e,,…,en) 为 的 一 组 基底 ， 则 TI) 有 基底 ， 


{er ,BBE Bo Bo Ba Lie, jh, 
lr, lI}, (4) 


其 中 2 = (a!1,.…,ar) 为 2 的 对 个 基底 。 
证 应 证 (4}) 式 中 张 量 线性 无 关 ， 且 张 成 了 i 玉 }。 用 有 反 证 
法 而 设 (4) 式 中 元 线性 祖 关 ， 


te Go! BO ers0. 05) 


| 

和 2 万 对 所 且 :六 而 取 , 1 <sr TFT. 招 
tk 于 

《5) 式 的 左 退 作用 子 任 一 辐 宗 向 量 《ce ore eyes)， 


由 于 es (a1) =ai(eL) 4， 得 ; 


+ 5 * 


但 , 睫 为 任意 的 ， 故 (5) 式 中 所 有 系数 行人 人 = 0， 这 表明 (4 

式 中 元 不 可 能 是 线性 相关 的 。 其 次 ， 对 任 一 张 最 {ET 了 :( 碧 ), 总 
可 得 雪 示 式 : 
f 1 ir | 

tc ee Be Br 


fs 


Ba (6) 
故 (4) 式 确 张 成 Ts( 上 )。 最 后 ，(4) 式 显然 作成 4"+* 维 向 景 空 
间 的 基底 。 
系数 
# fr [mn tr 
人 9 ej "sey, ) 
称 为 张 量 + 关于 基底 (4) 的 分 量 。 
可 定义 张 明 {1 ET ,1(E) 及 tf,.€7 (EE) 的 张 量 积 修罗 人 
如 下 作用 ; 
t1 Ct CP! ,有 13 人 了 3 


= 下 月 3 人 His ds, 


其 中 B1 ,yf EB"， fe,g1 EE 星 然 有 t.@t: ET (已 )。 
定义 9 设 pE 也 ( 玉 , 万 ) 为 E 与 F 问 的 线性 辣 构 , 定义 Ti9 
=01€E STIE), THF))NWT: 
(CostCPl,, Pry fF, ,fe) 
= 区 pp CB) rr )), 
Bi PTEF, fy fi EF, YiETICE), 
其 中 p" E 2(CF",E')， 称 为 由 9 引出 的 拖 射 而 以 如 下 方式 定 义 


* BD * 


2 (De= 有 (ofe))=(oe)fe)， YeEFE, YAER:. 
PDP* 的 道 9 ,= (op GE 名 (EB*,F*)， 则 称 为 推 射 ， 
不 难 被 验 如 下 甘 系 
PI=P = (Pp) = ps 
wf =aep fF), VfEF, aEE’, 
并 订 等 同 w 与 pi， 
定理 名 设 史 :五 一 严 ， 及 天 一 侠 都 是 线性 辐 梅 ， 则 有 ， 
1)》 一 0 gt 有 :为 共 变 配子 ， 
2) 著 1 靖 一 上 为 恒 等 有 映射 ， 则 下 5CB) 一 TE( 玉 ) 也 是 
恒 等 有 映射， 
3) pi 了 TIE) 一 TI( 态 ) 世 是 线性 同 构 ， 且 
(PE) 1 =P 1)s, 
证 1) 据 定 义 9 有 : 
BPC 1s) 
= FEW pO BG) ge)) 
= PO PP PD Pp) Pt gs)) 
= op, PoP P(E p91) 
(Bo) (gs)) 
= (pe gi(p le ps gs Ge), YiETIHE), 
pi EG 1 GG， 于 关系 式 
{Po pI = oP, (Pom) t=9 op"!, 
螺 于 直接 惊 验 。 
2) 是 定义 9 及 显然 的 关系 式 1* =7,1-1 = 的 推论 、 
3) 由 了 及 2) 有 P35。 (gp 10s = 了 ， 帮 边 是 了 ?CF) 上 的 恒 
等 疾 射 ， 辣 桩 可 得 了 (上) 上 和 恒 等 吊 射 ， C0- 了! og = 由 此 
即 得 3)。 
定义 10 设 吕 为 有 限 维 实 向 量 空间 乓 的 齐集 ， 称 所 x 
a B87« 


3( 瑟 ) 为 局 部 张 量 遇 .一般 地 ， 设 xx 五 一 五 为 向 是 从， 五 ， 
= xD 为 pE 旦 上 娃 维 。 定 六 
了 THE,): nCE) THE)+B, rt(e)=b, 
e€ETIE,) 
对 如 的 子 集 妃 ， 令 
TICE)|4= th TCE. 
若 特别 取 间 量 藉 z; 王 一 号 为 切 欠 zu:7 于 一 凡凡 为 给 定 流 形 ， 


记 
TrM)=THATH) 


rt 
而 称 为 (。) 型 张 量 从 ， 其 中 7 1(M) 称 为 余 切 从 ， 记 作 
二 
tw TM-M, 


困 呈 “可 等 同 了 于 芝 ， 帮 了 六 型 ) 可 等 同 手 切 外 了 用 。 因 了 六 
的 零 截 口 可 等 同 王 弄 ， 故 了 :JJ ) 的 零 埠 口 也 等 同 于 噶 。 


六 
定义 11 TI(M) 的 C" 截 口 称 为 流 形 ML 上 的 (“) 型 张 量 
可 


场 . 用 .守节 ) 记 截 口 集 广 ”( 了 红 弄 ))， 并 附 以 (无 限 维 ) 实 向 量 
空间 铺 槐 。 用 .FC 衣 ) 记 并 到 有 R 的 所 有 C" 里 射 ， 并 阶 以 环 结构， 
(FJ = Tt OR) (of) xX) = of (x)s 

CfINF) = fx) 9(x), VIE FCM), YoER. 
特别 记 弛 ( 训 )== 祈 AM 谣 )、 其 中 元 为 杉 上 向 量 场 ; 于 (MM) 二 
了 下调 ) 申 元 其 为 用 上 余 向 盐场 。 
特别 重要 且 最 常用 到 的 是 切 从 与 余 切 人 内、 向 量 场 与 余 向 时 
场 。 
1.5,5 Lis 导数 
在 流 形 寿 上 一 点 mm 的 切 空间 TwM， 任 一 切 向 量 ( 切 向 导 射 ) 


a BS. 


在 相应 细 图 的 局 部 礁 标 (*,,… ,Xxn) 下 显然 可 表示 为 


9 a 
六 二 (X's 一 


Oxs 才 7 
即 TwM 以 (这 -52 ) 作 成 自然 基 广 ， 故 其 对 个 基 席 为 
ev = (dx, dxn)s dx =01, 


ee * 是 余 切 空间 T#M 的 自然 基底 。  . 
定义 12 设 1 E98 CM)， 这 时 TfiTMTR=RxR。 记 
了 af = Tr mE FT mM, {fm x RR), meEM. 
用 号, 记 由 T* 用 到 其 第 二 因子 空间 (纤维 ) 的 投影 ， 定 义 
df ,MT M, df(m) = P, oe Tf, 
而 称 df 为 的 微分 ， 对 XE 凶 -(M)， 定 义 


Lxf sM—R: Lxf (m) = df(m) .LXCm)], (8) 
而 称 Lx/ 为 f 沿 向 是 半 的 Lis 导 数 ，。 


根据 关于 了 wm 放 中 自然 上 基底 的 讨论 ， 知 有 
df Cm) = Pio Tnf = (Ra dr, ), 


(7) 


Lxf lm) = (Rd Bdxa ) (x A 


故 在 局 部 坐标 下 ，f 灌 蔷 的 Lie 导 数 与 通常 的 沿 半 的 方向 导数 一 
致 。 


附带 提 到 ，Lie 导 数 还 可 用 如 下 方式 定义 。 
对 六 EE 多 (MH)， 由 常 微分 方程 组 初 值 问题 


»* Bo. 


0 = Eo(t,x) =X{o), ol0,x)=xEM 


确定 oti ;区 )， 定 疼 
Lxf (x) = limFCf (ot,x)) f(x)], FE FM); 


LxY ls -lim[B0Y 0,0) —Y(0) /了 EC 


Lzols = lm Lo (oo(t,x))— 0()], o€ 0 (M), 


这 里 og 为 由 0 引出 的 拖 射 (0o*@)* 芝 =w(o/ 访 )o0g. 
可 核验 这 样 定义 的 x7(%) 与 (8) 式 一 致 : 还 可 算出 
LxY =X oY—Y .X=[CX,Y], 
而 称 为 二 与 了 的 Lie 括 号 。 


1.6 定向 流 形 


1.6.1 外 代数 


定义 1 设 语 为 有 限 维 实 向 量 空 间 。 记 
ER AOE)=E', QE)= ZE,R), 
hk =2,3, 
也 8 是 上 上 饼 对 称 8 重 线性 有 界 映射 的 集 ， 见 1.4.2。 OnE) + 中 
元 称 为 型 式 ， 


22#( 哺 ) 是 TECE) 的 子 空间 。 
-定义 2 交替 上 映射 4， 和 
At(e,,: 7 OE) Er i (Sgno)i(ew () ss (ky )， 


* 


人 55 起 个 数 科 ,2,… 上) 的 排列 群 ， 由 所 有 排列 
Ts Cl BRO), ,TRYY 

组 成 ， 寻 阶 81; 式 中 的 和 力 对 SEs 中! 个 元 作 和 和 ，sgno 见 1 .4,2 
注 2。 | 

定理 1 4 为 由 TR(E) 到 0Qx(E) 上 的 线性 映射 ，A| ok 0 
为 恒 等 上 映射 ， 且 4。A= A4. 

证 ”线性 是 显然 的 。 若 fEORCE)， 因 (sgna)2 =1 昌 S$; 的 
阶 为 &1， 故 有 ; 


A sy Ek) = Ei (sgno)t(eo tls er ck) ) 
四 


= "yo Esgno) (es ,er) = (01,° ,ep), 


YE OE(E), 
即 4 1 ox cw 为 但 等 算 子 ， 其 次 ， 对 1E TECB), 因 o 一 07 为 双 射 
县 sgntor}=sgnosgnr, 有 


本 = (sgnor)i(eor, | 
” 站 


NE 
= (Sgnr) >, (egret err th ) 


= (sgnr) 区 Bra ss Er tk Ys 
故 Af€ 242K)。 这 就 证 得 定理 的 前 二 断言 ;最 后 的 电 言 (4。4 
”= 4) 是 这 两 个 断言 的 直接 结果 ， 

定义 8 设 aETECE)，PETICE)， 定 义 其 委 积 或 外 积 
为 
24(cgCE)EOGETLCE)， 
特别 对 aE€ 了 sf 五 ) = 丸 ， 令 
. ?1 站 


aNA\pB=B8Aa=ap., 

注意 即 令 当 a E02RE)，PE QTE)， 张 量 积 z@8 一 般 不 
局 于 2*+ 玉 EE)， 

定理 2 设 aETECE), PETHE), vyETAE)， 则 有 : 

1) aA\P= Aa\ P=at\ AP: 

2) 运算 人 为 双 线 性 的 与 结合 的 ; 

3) aA 有 = (一 贡生 有 人 ec. 

证 1) 先 让 A(otf)= (sgo0)At+， 这 里 gfy tf(eis* ER) 
teetrs sto (rk) )。 事实 上 ， 因 p 一 p0 汶 双 射 ， 有 ; 


Alot) = (sgnp) teper, ss Cpa dk) ) 


有 如 卫 妇 
二 i (sgnpo)i(epo(,) ,Epo (ky ) 
n 


= {sgn0o) AtCEl ,en), 
其 次 ， 因 -4 为 线性 映射 ， 故 得 
ACAaA) Ee, 0 Ek) 


= A[ ae, ,es er tn BPler ,enst) | 
TF 


= 并 (sgar)4(reBp)(e et， 


取 ?” € Sg+! 使 
Ti {ls RR, + 门 二 《二 1 TCR), Rt ly ,下 + 门 ， 
则 因 sgnr= sgnz" 旦 rc 名 =T ac@P)， 前 式 取 形 


RAB) es, err) 


三 La 四 有 Je I ERE+E )， 
2。 


套 得 zz 人 6= 4 人 HB。 同样 可 得 人 有 B= ae 人 -4 
2) 因 运 算 四 为 双 线 性 的 而 4 为 线性 的 ， 故 人 为 双 线性 
的 :其 次 ， 可 直接 核验 
4 人 = 四 门 = Le 罗 CgDD)) 
= A = A(cBPIMN P= (a PI AY 
3) 设 go(l, ,让 站 = +1,….R+1,1,….& ), 则 有 
a (ler, ,P41) = Haler, it ea C41) )s 


故 由 17 的 证 明 过 程 知 4(aBP) = (sgaao) 4 (6@a)， 但 因 
sgnoe = 一 1)*!， 由 此 即 得 3 )。 

定义 4 空间 列 {2%(E), =0,1,}》 的 直 和 人 (CE)= 
B20*( 瑟 )， 几 以 实 向 对 空间 结 枸 及 外 积 ， 称 为 “上 的 外 代数 或 
{rassmann 必 小 。 

定理 3 说 dimE=H， 则 对 对 ># 有 2)= {0}， 而 对 


0<hecn 有 dimQKE) Bt 车 e =(e,， 
万 ， 


~ 


:ea ) 为 忆 的 基底 ， = (al oa) 为 对 但 基底 ,风纪 xx 三) 的 
基底 是 ， 


{a tA Aa, OA, 1 < 
(1) 
证 证 iEg4 五 )， 据 1.5.4 定 理 8 及 本 节 定 理 1 有 


f= 2 tCer, ,04:) a AA 
但 车 co ES i, :fg 固定， 由 定理 2 得 : 
He ee 


"Tr" 


一 区 eu [11 9 ro (Fr a” 3 六 六 a 人 。 
帮 只 短 对 不 同 的 信 ,… ,ix} 作 和 并 附 以 因子 1!: 
t=RI 23，- tel et Je AA Q's, 


即 任何 fE 2*CEE} 可 用 (了 ) 式 中 元 表 出 。 现 在 应 证 (1) 式 中 元 线 
性 无 关 。 设 不 ， 则 有 ; 
> tty 0 Nr Aa 0. 
人 
对 性 一 组 同 定 的 1 站,… 斌 ， 记 其 指标 余 集 为 if 4 ,-… ,ji#， 仍 按 境 


加 , 
te -a riA A a tAaikri A A a t=0, 


1 
由 定理 2 中 3) 知 ci 人 ai =0， 敬 上 式 只 剩 下 
t, tt A A =0, 


1 


下 面 将 证 明 a 人 和 八 … A 0， 散 1 .51 03 但 时 :至 为 任意 


的 ， 出 此 知 线 性 祖 关 的 假定 是 错误 前 。 定 理 的 其 余部 分 可 由 组 
合计 算 而 得 ， 
1.6.2 体 元 和 行列 式 : 定 向 性 

定义 5 一 维 空 闻 "CE) 的 非 零 元 称 为 玉 中 体 元 。 若 ,及 
os 为 二 体 元 ， 则 当 且 仅 当 存在 正 数 C 使 @, = Co 时 , 二 体 元 称 
为 等 价 的 。 羽 上 体 元 的 一 个 等 笑 类 称 为 瑟 上 … 种 定向 。 

定理 4 设 c,…,zxEE*， 则 它们 当 且 仅 当 

Ga C2) 

时 为 线性 相关 的 。 

a 了 到 


证 ”车 它们 线性 相关 ， 则 对 基 个 iE {1,… ,各 有 
wj 一 cay, 
f+ 


因 ay 八 «jy = 9， 把 er 的 如 上 袁 示 代入 (2) 式 的 左边 ， 即 知 (2) 式 
成 立 。 反 之 ， 车 a1，… ,4x 线性 无 关 ， 可 补充 而 得 上 "中 基底 21， 
ye 下 面 将 证 明 ei 入 …A 人 ca 雪 0 Pai Aar 0 这 者 
明 (2) 式 确 是 ci，…ex 线 性 相关 的 充分 条 件 。 
定理 5 对 PE 儿 (, 玉 )， 存 在 唯一 的 常数 detpg， 称 为 映 
射 g 的 行列 式 ， 使 由 wp 引出 的 拖 射 
本 ”BE = OPE) ,0 ,PEs)): 
QE)I2O"( EY 
对 记 有 的 E842"7(B) 具 性 质 
pm= (detg)w. (3) 
证 ” 据 定 理 3 知 2*() 为 一 维 空间 ， 故 若 @ 6 为 基 府 及 @= 
couo， 即 有 2p*o = ep*wmo = 长， 天 为 常数 ， 且 显然 唯一 确定 。 
出 此 特别 得 出 
DC a 0, 
记 太 = detg， 知 定理 成 立 。 
定理 6 设 w,#E 宅 (上 ,上 )， 则 有 ， 
1) det(g o ¥) = (detg)-dety): 
2)》 荐 9 为 得 等 映射 ， 则 dete = 13 
3) 有 当 旧 公 当 det 基 0 时 为 同 构 ; 这 时 
det(g 1) = (detp) , 
证 1) 据 定 义 知 (%。 上 "w= det 。¥)w， 但 易 核 验 
(Po Bm pm, 
故 有 
55 。 


(Pp opm=P (detp)ow = (dety)( detp)o = det(p » #) 6. 
2) 是 行列 式 定 义 的 显然 结果 ; 
3) 设 p 为 同 构 ，p~! 为 其 道 ， 则 由 1)、,2) 有 
1= det(p ep-!)= (detp)(detp-'), 
由 此 特别 得 eetp 关 0 反之 ， 若 2 不 为 癌 构 ， 则 存在 e, 关 0， 使 
ofely=4 对 2 补充 得 中 基底 ee 而 得 # 型式 
EQNE), 使 
Pmt{ers., en) = D0, P(E), PEs)) =0, 

于 是 detw = 0。 定 理 得 证 。 


1.8.3 外 微分 型 式 
定义 8 设 x: 忆 一 为 向 量 从 ， 记 
OE)l4= RCE,), 


其 中 如 为 召 的 子 集 ， 正 bs= x 16) 为 沿 8E€8 的 绎 维 。 记 
wi(E)= ot(E)ls, 
并 定义 当 且 仅 当 1 E 人 YCE) 时 ，omMa >BoMn)(t) 
=b。 特 别 对 于 切 从 tw 了 并 一 职 ， 记 
oCM)=oTM) oh= or(ry), 
于 是 名; x*CM) 一 肯 为 流 形 讶 的 切 空 间 上 的 外 8 迎 式 的 向 量 从 . 
特别 记 
CM)=F 0 ); DM CM) 
BM)T™ (ok), ke2,3,... 
记 品 儿 邮 7) (= 0,1,…,#) 的 直 和 为 旨 ( 机 )， 岩 以 实 向 量 空间 结 
构 及 外 积 ， 而 称 为 到 上 的 外 微分 型 式 代数 。42M ) 中 元 称 为 四 
微分 列 式 ， 特 别 ，.% (村) 二 人 21 五 ) 中 示 称 为 1 积分 型 式 误 简 
称 1 型 式 ， 


a ?6B* 


通常 把 人 (CM) 作为 实数 域 上 的 向 午 容 间 , 而 不 作为 环 

(CM) 上 的 模 ， 因 .FC 及 ) = 人 2"(E) 合 于 直 和 内 ， 有 是 
fAe=f a0= 1a. 

下 面 求 出 QCM) 中 元 的 局 部 表示 ， 用 以 揭示 外 微分 型 式 命 
名 的 来 历 。 

设 (U ,9) 为 村 上 细 图 ， 使 U7 =p(U0)CCR"。 记 F" 的 基 座 
为 e1 令 

eM = (TFT pow OP) CF ,er)= (8,T per), YuEU. 

类 仆 地 ， 记 a 为 ei 的 对 侦 基 诡 ， 令 

Qt) = Tp) pa) = pip), (Te) oa!') 

={u,(To) oa'), 

故 对 每 个 4E 已 ，erta)) et) 作成 纤维 了 .W 上 的 对 偶 基 底 组 ， 


车 p( = (x1(4),… ,Xs(4))ER"， 在 点 4EUU 定 义 
P= Le df to) 9, fo-f on, 


BE 
(4) 
于 是 有 
ai) = dx CH). (C5) 
事实 上 (和 参看 1.5.5)， 
axi(a) (etn)) =P,o Tux s To (pu), es) 
= PT s(x oP Pp) ,er) = Dx oP NOH) ey 
= Dxi:ey= 人 
因 Dx: = (Os: ,0,I ,0 0), 1 在 第 i 个 位 置 ， Et =(0, ,0, 
基底 e+ 下 的 表示 为， 


nF?" 


df = df(epa' ts) = DE dlu), 
I 于 


同样 ， 对 1E IC)， 有 (以下 记 xr 为 Xi 
1 = Co, er dr BD dr, 
ts (das, dylr; A 
而 对 每 个 。 E092*(U)， 则 有 : 
oH)= kl Dk Ad 


上 1 
wasp = Oe en) 


这 就 是 0* 中 元 被 称 为 让 微分 型 式 的 来 所 。 
定理 ?7 设 媒 为 小 形 。 存 在 唯一 映射 ds 
,ROCU SIR UD), R=0,l,"", 
其 中 0 为 性 的 开 子 集 、d 称 为 处 籁 分 运算 ， 具 下 列 性 质 ， 
1) 是 和信 "上 反 引 射 ， 即 关于 实数 域 R 为 线性 的 (简称 环线 
性 ) 且 使 
dai\pP)= (da)AP+(— raNdp, 
YoaEnNMU), vAEeQU), 
注 1 映射 DD; 了 CH) 一 了 ( 计 )， 著 为 线 性 且 使 
Dl(f9)= (Df NgtrfDg, Vi,gEFCM) 
即 欧 疙 .FCM) 上 的 引 射 
2) df=df, WIEFCUY. 
3) dd: od=0, 
证 ”质证 唯一 性 。 由 民 线 性 及 定 理 3 只 需 对 
=f 0fiA NI, fr EFU) 
证 明 ”由 性 质 1) 一 3) 有 : 


= ?FB* 


do=df Adf A Adf EDU), 
而 瞧 一 确定 。 至 于 存在 性 ， 对 2 = 了 odf i 人 人 df E DO*(U)， 
定义 . 
dom=adfo Adf A -Ad EDD), 
它 量 然 与 网 图 章 选取 无 关 。 性 质 2) 是 显然 的 ， 瑟 线性 亦 然 。 为 
证 1)， 注 意 若 p= 9odg9; 八 …Adg:， 则 
BoAp)=GfgANAGT A Adfe Adg A A do 

= godf oA df A Adg +fodgo Adf 人 …A 人 dg 

= 《go 人 +( 一 1 四 信人 do. 
最 后 ， 为 证 明 3)， 只 需 对 ED) 核验 人 。dr = 0。 但 在 细 图 


中 有 of(W)= 2 Df) ,eydx!。 故 得 : 
Ud 
他 。 df(u) 一 万。 Df (un): > (er endx! 内 
是 了 


= Difru)d (enetdrt A dri tdxi 人 dxt)=0， 
这 里 用 到 性 质 D*fE€ EE, 呈 )， 著 
DiDif (wer,er) = DiDif (uy) es,es). 
定年 证 毕 。 
推论 1 设 中 EEC )， 口 为 巨 中 开 集 ， 则 有 ， 


下 ~ 
do(u)(eo, ,er) = SC— 1 Dolu)esrleo,, ers,en), 


其 中 i 表示 et 应 去 掉 ， 部 (Ken st > ERE) 三 (es 了 


2 ea) 在 上 式 中 还 把 TU 中 元 (4,e) 简 记 为 e。 
FE3 证 “只 需 核 验 几 上 式 右 边 定义 的 &K 具 定理 3 中 性 质 1) 一 3)， 
再 利用 唯一 性 。 核 验 过 程 与 定理 3 的 证 明 过 程 完全 类 似 。 

<。 7 


为 圳 写 方便 ， 以 后 换 粗 体 @ 为 通常 的 q 。 

定义 7 设 已 ;好 一 六 为 流 形 疗 前 C” 映射 对 EOCN) 
定义 由 五 引出 的 拖 射 五 * 如 下 ， 

F* OCNI2 OMY, Frotm)= (That) o we FCN), 
mE 
特别 若 gE 08° 入)， 则 F*'g=g。 上。 车 下 ~! 也 属 C*“。 定 义 推 
身 . 
Pato NN 五。 (= 
定义 8 车 do = 0， 微 分 型 式 E62x(E) 区 为 六 的 若 存 
在 a€ 0 五)， 司 o = da， 赐 wa 称 为 正 合 的 。 

定理 8 1) 每 个 正 合 型 式 为 闭 前 。 

2) (Poincaré| 理 ) 著 @ 为 疤 兰 的 闭 型 式 ， 则 对 每 点 %* EE 
村 ， 存 在 分 域 U， 使 |oE 0*(U) 为 正 合 的 . 

证 因 d?=0，1) 是 显然 的 。 为 证 2),， 不 妨 到 为 食 点 
0E€ 吕 前 球 ， 而 在 志 的 局 部 华 标 下 潜 秆 。 在 RR 上 构造 线性 映射 
万 。De(U) 一 Be)， 合 dg 。 太 + 日 。d 为 Qt(U) 上 便 等 映 
筋 .出 do = 0 引出 dd 及 ww) = ww, 即 可 得 2). 对 e1,… ernE 怠 , 定 义 


CHo(w er se ) = | tv) )s,e sr er-iydt, 


出 推论 1 有 
dHotu): (es ,er) 


天 ~ 
= DDIHotu)]'erte,., er, Or) 
于 一 1 


下 + ~ 
三 S17 | 1 tu) (ere ef, “d+ 
j=1 0 


ae OD * 


下 ~ 
+ pC— Dt EDoltu)er(u,e, [和 ,Ek d+, 
i-1 9 


由 于 光滑 且 对 1EL0,1] 有 界 ，D 和 | 的 交换 是 容许 的 。 但 由 推 
论 : 知 
Hdo(tu)(er," ,Es) =| aao(aoGeoe 网 


=| (Don) -ues er)dt 


上 1 ~ 
+ Dt Del) (ue or" sn)dt. 


上 式 活 边 第 二 项 和 正好 与 前 式 右边 第 二 项 和 摊 消 ， 故 得 
[ldHYoln)y + Hdw(u}](e,,.…,ex) 


= | tho m0, sen)dt + {Doda)ule ,en dt 
总 [1 


= - 壮 [o(i (essen) dt= Ca) (EL Ek) 


故 启 需 瑟 存 在 ， 于 是 2 得 证 。 
葵 不 要 求 吕 沪 滑 ， 则 闭 型 式 而 非 正 合 倡 式 的 例 蚌 


二 dy., 


i dx+ 2 yb 
只 2 十 多 Xl 十 多 
定义 9 对流 形 导 上 的 闭 8 理 式 引 进 等 价 类 。 着 二 闭 R 弄 式 
及 wr! 的 差 为 正 合 的 ， 即 若 @ 一 w= qd8， 即 称 此 二 型 式 为 上 同 
调 的 ， 记 和 作 ww 一 w+。 上 同调 显然 作成 等 价 关 系 。 记 所 有 上 同 
调 等 价 类 的 集 为 吾 *(MM)， 它 显然 作成 加 群 ， 而 称 为 时 上 的 大 
次 上 同调 群 . 
注 1 下 面 引述 有 关上 同调 群 的 一 些 结果 : 
-81l* 


1》 若 f>dimMM， 则 HECM) = {0}s 

2) HoCM) 的 阶 数 等 于 肌 的 连通 分 集 的 个 数 ; 

3) 车 如 >0， 则 HACR") = {0)3 
[1, =0,7n 

4) dimH*r(S") = 1 ; S" 为 9 维 单 位 球面 . 
Lo， 其 它 情 具 

1.6.4 可 定向 流 形 
定义 10” 流 形 M 上 的 单位 分 解 是 集 {CU 1,w4,01)}， 面 满 


是 下 列 要 求 ， . 
PUL {Uy P41) 为 村 上 疼 集 ，{U 14} 为 设 的 局 部 有 限 开 
覆 状 5 . 


PU2 gy EPCM), gy0, supposr= Clix: (x) 0, 
* 扎 朋 } 为 紧 集 并 含 于 口 ， 这 里 Ci} 表示 和 集 茹 }》 的 疗 包 } 旦 对 


每 一 点 和 所 型 ， 有 > 94m) = 1，suppg 称 9 的 台 。 
dm 


定理 9 ” 任 一 流 形 天 上 总 存在 单位 分 解 ， 

证 油 流 形 训 为 次 暴 空 间 ( 哆 1.1,4)， 故 总 存在 图 集 .x ， 
和 容许 局 部 有 限 的 加 细 {C 了 7,1)}。 对 任 一 点 下 后 训 ， 总 可 取 网 
图 ( 口 ,P)， 和 使 U7 =p 人 UCR* 食 以 Y(m) 一 0 为 心 、2 为 半径 欧 
球 ( 必 要 时 经 平移 及 旗 大 ， 总 可 达到 目的 )。 记 
人 人 


Q(X) 一 
Lo » | 2 221 
作 函 数 
{I ， |*| 所 1s 
BCLX) = 1 axi—1), 1< |*l< 2 
Lo ， |*| 六 2. 


“2 


量 然 ， 西 数 (*) 对 充 分 小 的 s 六 0 具 侍 意 小 的 紧 合 ， 于 基 
6( 立 ) og T= 了 (Cm) 为 9 《MM) 中 元 且 具 紧 台 。 因 此 ， 对 每 个 


i 有 ff EFCM), supp fCVi, 令 
gm) = fm) > flm), 2 


即 得 所 求 单位 分 解 ( 注 意 由 于 { 太 的 局 部 月 妇 性 ， 对 每 个 国定 
的 加 EE 衣 ，2_ fm 实际 是 有 限 和 )。 
f 


定义 11 +# 维 流 形 对 上 的 体 元 是 ?型 式 昌 EDM), 而 使 
人 Cm) 天 0， 轨 EM。 车 MM 上 存在 体 元 ， 即 称 订 为 可 定向 流 形 。 
对 二 栖 元 昌 , 及 全;:， 著 存在 FEF( 训 ), 使 对 所 有 中 亿 导 有 f (9)》 
>>0 且 人 = 8。， 即 称 此 二 体 元 为 等 价 的 。 它 显然 作成 笔 价 关 
系 。 对 上 体 元 前 -个 等 价 交 [有 ] 称 为 好 的 - -种 定向 。 则 标准 体 
元 , 

Qadx: A A dx 

所 在 等 价 类 确定 的 定向 ， 称 为 于 的 正定 向 [Q,J. 定向 流 形 (好 ， 
LJ]) 蚌 可 定向 流 形 并 附 以 定向 [ 旨 j。 著 [如 J] 为 训 鸡 一 种 定 问 ， 
则 [一 他 J] 称 为 其 道 定 向 。 特 加 ，F 如 ,J 的 道 定 癌 称 为 负 定 问 ， 

定理 10 设计 为 # 维 流 形 ， 则 有 ， 

1) 当 生 仅 当 "CM ) 作 为 了 C37 为 一 维 时 ， 计 可 定向 《网 
忆 环 4 上 的 模 邮 与 域 据 的 癌 晶 空间 九 的 区 别 是 ， 环 全 不 必 有 单 
元 六 

2) 当 号 仅 当 型 月 一 图 集 .o = {(Z ,F580)}, 其 中 pi U1 一 
UI 导 R"， 使 适合 映射 m1。 的 Jacobi 行 殉 式 取 正 息 晤 ,六 
可 定 疝 。 

= 3 。 


证 1) 设 吧 可 定 疝 ， 故 有 体 元 只 。 取 2 ( 朋 ) 中 任 一 其 它 
体 元 8/ 。 因 人"*CM) 的 纤维 为 一 维 的 ， 可 由 
Om) = tm) am) 
定 久 上映 曹 站 凌 一 卫 。 应 证 / EF ( 计 )。 在 局 部 坐标 下 ， 
Dot = of nm) dx A A dx"s 
mR) = oOD1 AA dx'", 
但 对 所 有 mE 可， ,so(mm) 类 0 大 
Fm) = os) 属 C"。 
反之 ， 着 osCM) 直 9 张 成 ， 则 对 所 有 mE MM， 四 每 个 纤维 为 一 
维 的 ， 狂 有 体 元 (7m) 0。 
2) 设 {(U ,gi)) 为 图 集 ， gy(UD=U 二 必 ,， U CR". 
必 台 时 取 缩 和 墨 ， 可 认为 U1 是 连通 集 。 当 前 可 定向 时 ,标准 体 
元 史 , 可 作为 人 2MU ) 中 基 遍 ， 故 对 芷 一 体 元 8， 由 mw 引 上 出 的 拖 射 
乡 "使 
PY UA MU ), pt QD= f= fd A A dxr, 
必要 时 作 反 射 ， 可 认为 ftw )>0,- Yw EUI。 但 连通 集 上 处 
妹 不 为 霍 的 体 元 总 为 正 或 负 ， 故 有 : 
区 
一 【9 Do 了 
这 里 用 到 1,5.4 定 义 9 中 推 射 p。= Cp 1!1= (25 性质。 另 一 
方面 ， 据 定义 7 有; 
F*Q,=DF.dxiADF.dx:A... ADF. dx?, 
页 时 定理 5 中 行列 式 定义 知 (注意 fs,Pj' 为 正 ): 
. det( Dr » pT) = Je po fj1>0, 
反之 , 设 {(U ,p41)} 为 具 给 定性 质 的 图 集 , {{U1,91,94)} 
为 祖 应 的 单位 分 解 。 令 


ea 名册 


~ (90m), mEDU ,s 
= ENMU) (m= 1 
(0 » meéUi, 


困 6supp gi 二 0， 知 094 E02*CM)， 取 
= 人， 
此 


册 于 右边 的 和 是 局 部 有 限 和 ， 改 人 E4Y( 邮 )。 最 后 ， 因 选 合 映 
射 有 正 的 jacobi 行 询 式 ， 故 在 Ui 人 NU ,上 24 声 0 且 
=p do = (pro Pi) = pi Ldet(pye P10] 
=[Ldet(wy o PY) 0 PP 20 0, 
这 里 刑 到 易于 核验 移 公 式 
ff) =E oo pe. 


恩 91 寺 1， 故 对 任何 人 tE 诈 ， 有 如 Gm) 二 0， 妈 前 可 举 向 。 
‘ 


下 面 介 结 君 称 党 形 或 卒 流 形 。 近 年 来 ， 在 力学 ， 物 理学 中 
利用 到 这 种 流 形 。 

定义 12 ” 设 志 为 有 限 维 实 向 量 空间 ，wE 了 红 芝 )= 多 2 五， 
忆 )。 若 对 所 有 的 es GE 三 ， 由 cfeiyes)= 0 可 得 e1 = 0 部 称 @ 为 
非 退 化 型 式 。22 维 空间 世上 的 非 退 化 2 独 式 和 径 295) 称 为 斜 
称 型 式 (或 音译 为 举 型 式 ， 直 译 为 混 索 型 式 )。 组 合 ( 瑟 ,%) 称 
为 斜 称 向 量 空间 。 落 (所 ,ao) 及 (PP) 为 二 斜 称 空间 ， 线 性 映射 
fj; 上 一 了 车 使 1*2 = o， 即 称 为 圭 称 映射 ， 对 ( 互 ,o) 可 由 

Qo=(—1)" 0 /onjnl 

定义 2n 维 空间 EE 上 的 一 种 定向 。 

定理 11 设 瑟 为 4 维 实 向 量 空间 则 有 


1》 若 oE.g3(E,R)， 册 存在 E 的 基 廉 。 = (eyeyen) 
站 总 性 硬 


及 对 偶 基 底 全 = (a!，…,a*)， 使 
w= Maial, n= +1, me 
[EE 


2) 若 oE€ 0:(E)= 93(B,R)， 则 存在 对 偶 基 底 组 e 及 
e，， 使 


= 下 utAattr， 2 < 位 . 
[| 
让 中 村 及 2) 中 休 称 为 和 应 名 的 秩 ， 
证 利用 企 意 对 但 基 廊 组 ， 总 可 记 


馈 一 > Goi 0! oat, Di = OE1 C1), 
上 


根据 线性 代数 中 关于 二 次 亨 标 准 形 式 的 讨论 及 外 积 的 和 体质， 即 
知 定理 真 。 

定理 12 设 w EQx(EBE)， 则 ow 为 非 退 化 型 式 移 充 要 共性 
是 ， 瑟 具 偶数 维 2n， 且 ww" = 入 … 入 @ 为 上 上 体 元 ， 

证 ” 设 @ 为 非 退 化 的 。 选 五 的 基 庶 使 


号 一 yat Aai+r, 
f=! 
因 % 非 退化 ， 其 秩 应 等 于 和 的 维 数 ， 故 im 瑟 = 27， 而 为 偶数 ， 
其 次 ， 用 数学 归纳 法 可 主 明 


T 
os= TT afiAa "A Aa Aair!, 
EE 


+ 


尖 h=r 了 时 ， 把 a! 1 后 移 r 一 1 次 ，a!** 后 移 r-2 次 ,… a"! 


+ BB * 


后 移 1 次 ， 知 记得 (一 1) 的 等 次 为 1+2+ +(rD= 全 1 
虹 外 ，《j，… 4) 与 (j++，… jr + 六 的 调整 排列 往 同 。 故 得 
Or =TI a oA A 

而 为 体 元 反之 ， 荐 "为 体 元 ， 划 的 秩 为 24。 

定义 18” 设 析 为 流 形 ，w E00:(M)。 车 对 每 点 mE€ 出; 2 
型 式 of(m) 为 非 巡 化 的 ， 即 称 o 为 M 上 的 非 退 化 2 型 式 。MW 上 的 
非 退 化 的 闭 2 型 式 oE 27( 1 ) 称 为 斜 称 塑 式 或 斜 称 结构 。 侧 对 
流 形 (M ,oo) 是 流 形 内 附 以 斜 称 结构 o。 

应 用 店堂 遇 到 的 斜 称 流 形 是 流 形 1 的 余 切 从 T"aX。 在 向 
量 从 细 图 下 ， 可 引进 如 下 的 1 型 式 及 2 型 式 : 


ds Do= 一 一 pa 
ji fel 
分 别称 为 余 切 然 寺 上 的 第 一 和 第 二 典 则 型 式 ， 并 以 ao 作为 佘 切 
只 上 的 斜 称 嬉 构 。 


1.8.5 交点 与 绕 数 


流 形 蚤 的 于 流 形 训 ，@ 若 鸽 dim 和 tdimQ = dimN， 称 诸 
及 外 具 互 补 挫 数 。 若 讶 不 旋即 村 催 截 于 入 ， 则 互补 维 数 条 件 使 
交集 寻 个 Q 为 零 维 流 形 因由 1.5,3 推 论 3 有 

codim( MN OQ)= codimM +codim® = dimN. 
芋 还 假定 可 及 @ 玫 是 闭 集 且 至 少 有 一 ( 便 如 并) 是 紧 集 ， 则 于 站 
Q 汶 有 限 点 集 "'， 其 点 数 称 为 Mf 与 的 灾 点 数 , 记 作 #CMM 门 日 )， 
在 一 般 情形 ， 须 先 引 进 如 下 概念 . 
“全 着 有 元 限 个 交点 ， 则 必 有 极限 点 ， 仍 为 交点 ， 于 是 机 及 人 @ 在 征 点 相 切 ， 而 
非 黄 蕉 ， 
和 SY 和 


定义 14 设 了 = [0,1] 二 中:。 流 形 肥 及 亦 局 的 闪闪 映射 了 ， 
方 称 为 周 伦 的 。 若 存在 光滑 肌 射 严 :M x 了 NN， 使 
F(x,0}= fo(x), P(x,1)= f.(%), 
五 称 为 六 及 声 的 辐 伦 . 它 是 对 到 六 的 光滑 映射 间 的 等 价 关 系 ， 
相应 的 等 价 类 称 同 伦 类 。 
定义 站 ” 设 开 为 紧 流 形 ， 不 必 仿 于 流 形 入 ，f， MM 一 玉 为 
江 清 映射 并 质 截 于 六 的 闵 子 流 形 Q, 且 dim + dimQ = dimN? 
出 fCQN CMD) 为 好 的 堆 维 子 流 形 ， 并 为 有 限 集 。 车 
站 所 开 7) 在 mod2 下 的 点 数 ( 奇 或 价 ) 为 映射 了 与 驴 在 mod2 下 的 
交点 数 ， 记 作 7,(f,Q)。 对 任意 光 浓 映射 9:M 一 N， 选 同 伦 于 
9 而 芙 截 于 Q@ 的 任 一 光 渭 上 映射; 讲 一 入 ， 定 义 
Tg9,0)=1,(f,Q). 
定理 13 设 f,， fi: 计 一 入 为 同 伦 的 光滑 肌 射 且 都 贯 截 
于 QCN， 峙 及 外 如 定义 15 所 设 ， 则 春 : 
f=7 ,0), 
证 设 斑 ,于 x 了 = 让 为 有 1 及 f 的 同 伦 . 关 f 0 及/ ,都 鞭 裁 于 
名 ， 可 认为 王浆 然 。 令 边界 
AMxI)= Mx {0 UM x {1}, 
县 FCM x 了)CN 的 边界 9 了 F 沿 并 x {0} 为.， 洪 机 x 和 } 为 f， 
即 3F 趟 QQ， 故 -QON fCM)) 为 开 x 了 的 一 维 子 流 形 ， 且 边界 
汶 ， 
OF 1HQNMNFCM)) = FT HONT OM NO x 7) 
=f ,CONFCM)) x {0 UF CQN FONE x {1}, 
据 微 分 拓扑 学 的 讨论 ， 具 边界 诅 一 维 连 通 紧 流 形 必 微 分 同 胚 于 
[0,1J 或 3 ， 故 6F 1CQN 人 MACM)) 有 偶数 个 点 ， 于 是 
#5 CQN FCOMD) =#f7 (QMNAMYY (mod2). 
定理 13 使 定义 15 有 确切 意义 。 


* 


推论 2 若 gn,g: 六 一 六 为 加 伦 的 光 消 映射 ， 册 
T(9,,0)=1.{9,,Q). 

特别 车 肛 为 六 的 紧 子 流 形 ， 久 为 六 的 团子 流 形 ， 且 村 与 Q 
只 互补 维 数 ， 定 义 并 与 看 mod2 下 的 空 点 数 1 了 (N,Q)= 
Ci,)， 这 里 记 训 CN 为 风 入 映射。 洲 并 币 Q， 则 TC ) 
正 是 #M NM Q) (mod2). 

定理 14 ” 没 籽 为 紧 菠 形 。 六 为 连通 流 形 ， 了 :好 一 六 为 光滑 
吴 射 。 若 dimji = dim ， 则 Ta 人 FF) 对 所 有 ?EN 为 相同 
的 、 这 个 数 称 为 在 mod2 下 的 度数 (degree]。 记 作 deg sa 了。 

证 对 任意 点 YE 六 ， 必 要 时 取 f 的 同 伦 映射 ， 可 认 为 1 芙 
裁 于 {7}， 而 y 为 1 欧 正 则 值 ， 存 在 3 的 邻 域 U， 使 原 象 17(U) 
为 不 相交 集 六 ,，… ,Vw 的 并 ， 这 里 广 / 为首 中 开 集 ， 被 微分 同 
上 腑 地 妓 为 UU。 于 是 对 所 有 点 z-EU， 有 olf ,27)=m(m0d2). 
因此 ， 由 > 一 了 Cf, {3}) 在 入 上 定义 的 和 还 数 局 部 地 为 常数。 但 
天 站 为 连通 集 ， 故 全 局 为 常数 。 

作为 计算 degsf 的 例 ， 取 偶 平 面 中 映射 zs。， 当 ?为 偶 数 
肘 ，deg st2”) =0; 当 # 为 奇数 时 ，degs.(z")=1. - 

推论 3 同 伦 映射 有 相同 的 度数 ， 

mod2 下 的 交点 数 当然 后 乏 精 确 性 、 为 此 引进 定向 交点 
数 。 

定义 16 设 型 ,六 ,名 为 定向 流 形 ， 邓 尾 紧 集 ， 岛 发放 的 团 
子 流 形 ，dimaMr+dimg=dimmw ,了 ;,MM 一 和 N 为 光 沿 时 射 晶 贯 截 
于 马 ， 则 三 已 包 站 于 邓 力 为 有 了 眼 集 ， 对 其 中 每 点 ， 由 原 象 的 定 
向 赋 以 定向 数 十 I。 定义 定向 交点 数 7(f, 久 ) 为 这 些 定向 数 的 
有利。 

定义 和合” 设 邓 为 定向 流 形 ， 六 为 连通 定向 流 形 ，dimM = 
dimA。 定 义 任 一 光 少 映射 太 订 一 次 的 度数 为 deg(f)= fi 

重 a9 本 


{21)，23 为 亦 中 任 一 点 。 

定义 18 设计 为 1 维 紧 定向 流 形 ， ;村 一 RI*!， 风 对 任 
一 点 2ERI*1^f(M) 的 绕 数 定义 为 7(f 了 ,xz) = deg(4)， 这 里 

_ 六 xz 一 人 _ 
“20 一 3 MS 

下 面 不 加 证 明 ， 引 述 儿 个 结果 。 

定理 15 同 伦 映射 有 等 的 定向 交点 数 。 

定理 18 设 c 为 Ri 必 {10} 中 光 捐 昌 线 ，@ 为 R* {0} 中 任 一 
闭 1 型 式 ， 则 有 


w= W(e, 0 中 GO， 
咎 Ey 
S$: 为 单位 圆周， 
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2， 广义 函数 


广义 画 数 (简称 广 亩 ?近年 来 得 到 窗 方 面 的 应 用 。 本 音箱 用 
局 部 凸 空间 理论 来 奠定 广 国 理 论 ; 重点 是 广 趾 前 乘 、 除 法 问 
题 ， 


2.1 对 偶 性 


广 画 有 多 种 定义 方式 ;最 常用 的 一 种 ， 是 把 它 理解 为 某 些 
函数 空间 ( 检 城 空间 ) 上 的 连续 线性 泛 画 。 所 以 先 考察 局 部 凸 空 
间 的 共 思 空 间 的 一 些 性 质 。 

2.1.1 强 与 弱 拓 条 
定理 1 设 已 为 Frechet 室 间 ， 则 已 中 任 一 个 桶 〔 财 、 凸 、 
"le" 


心 实 称 的 春 吸 集 ) 售 瑟 中 一 个 零 元 邻 域 

证 因 彬 为 符 豚 集 ， 故 [jmB 福 益 已 。 但 妃 作 为 完备 度 
景 空间 是 第 二 锅 集 、 素 实 .上 ， 闫 不 然而 设 忆 可 雪 为 可 列 个 玉 集 
{M4 的 和 巨 = [Mi。 以 任 一 点 a6 巨 为 心 作 兴 径 为 1 的 
闵 球 S(o,1) = {xsp(x,0) 所 1， 这 里 p 为 忆 中 度量 ， 因 叶 1 为 下 
集 ， 在 SCa,1) 中 存在 闭 球 SCa1,r1)， ?1< 记 ,不 合用 ,中 的 点 ， 


同样 ， 内 型 ,为 踢 集 ， 在 2(aiori) 中 存在 闭 球 2(Gsyrs) rs< 
2 不 会 M 中药 点 。 如 此 构造 下 走 ， 得 一 列 单 降 半 球 
Sor OS er) OS (Car, re ) oO 


且 rn 一 O(n 一 co0)， SCansfn) 不 会 展开 中 点 。 由 于 五 是 清 
吓人 委 离 公 埋 了 ,的 完备 空间 ， 这 个 闭 球 列 有 了 唯 -的 交 4oE 吉 , 但 


烘 括 上 述 松 道 ， 知 0。 |) Ms。 这 就 与 假设 一 上 Mo。 不符。 
故 五 不 能 为 第 一 岗 集 ， 由 互 = 【J m8B 知 不 是 玉 集 ， 不 然 每 个 


th 如 都 是 玖 集 ， 赦 互 = 马 会 让 点 xi 并 依 *。 的 某 个 开 邻 域 xo+ 
区 ， 这 里 瑟 是 五 中 基 零 元 邻 成 ， 且 不 妨 认 为 已 是 心 实务 的 。 由 
8 前 心 实 称 性 知 有 一 x 一 = 一 x*。+U 二 一 8= 召 ,但 8 为 凸 


集 ， 玫 (Xo+U)+ 3 一 x+O) = UCB. 定理 证 毕 ， 


定义 1 设 五 为 拓 持 线性 空间 。 集 
FE) 到 1 de 
称 为 E! 中 零 元 的 强 邻 域 ， 这 时 有 4 为 瑟 中 任 一 有 界 代 ,为 任意 
正 数 。 


= 日 2 。 


可 核验 1.1.1 中 的 邻 域 公理 成 立 ， 故 构成 拓扑， 称 为 E* 上 
的 强 朱 扩 。 于 是 强 有 界 性 、 强 闲 包 、 强 收 傅 性 、 强 连续 性 等 概 


念 可 种 应 引 击 。 
定理 2 若 瑟 满足 第 一 可 列 公 理 ， 则 瑟 " 在 强 拓扑 下 为 完备 
空间 。 


证 设 术 ,1 忆 E' 为 强 基本 列 , 则 对 任 一 点 xEE，ifa(x)} 
为 芝 本 数列 。 i 记 fx) = limf ss), 则 了 为 线性 泛 函 : 且 对 每 个 
有 界 集 4C 吐 了 ， 因 {| f(A)|} 为 有 界 数列 ， 而 让 (f(A)| 二 oo， 
故 7 为 有 界 泛 男 。 谋 1.3.1 定 理 2 ， 知 了 为 连续 线性 泛 琐 ， 邵 
1 EE， 且 显 然 在 强 拓 把 下 有 fs 一 f/， 故 FE' 为 强 完 省 的 ， 
推论 1 设 包 为 拓扑 彝 性 空间 ， 则 E' 中 集 B' 为 强 有 界 的 ， 
当 且 仅 当 对 瑟 中 每 个 有 上 界 集 4，B8' 在 4A’ 上 六 有 界 徇 ， 革 
[2 (A) |= sup [f(A) <io0. (C1) 


证 设 B8' 为 强 有 界 集 ， 则 对 EF' 中 零 元 的 任 一 强 邻 域 V(A， 
1)， 有 尝 个 p>0 使 BiCPpY(A,1)， 这 表 明 18*《4)1<Pp。 反 
之 。 若 对 王 中 任 一 有 界 集 A，(1) 总 成 立 ， 别 对 上 中 零 元 的 任 


一 强 邻 域 太 = 玉 ( 4e)， 当 /> [多 1， 即 有 BCpP。 改 到 


推论 2 ” 若 拓 扑 线性 空间 五 满足 第 一 可 列 公理 。 册 五" 中 每 
个 强 有 界 集 号 ' 在 互 的 某 零 元 部 域 上 有 界 。 

证 设 状 不 然 . 则 对 互 中 零 元 的 可 列 孝 域 基 L ,一 Cs: 一 …: 
存在 点 列 {xa}，xa EUn，。 及 列 {fo} 己 B7, 可 使 [f(x%a) 一 co， 
但 {xs} 为 有 界 集 ， 所 得 矛盾 表明 推 沦 成 立 ， 

定理 8 设 为 局 部 三 可 度量 化 空间 ， 则 上 /中 集 加 /为 强 有 
界 集 ， 当 且 仅 当 ， 对 基 个 &, 如 ' 二 EE 有 生 按 EE 中 范 有 界 . 

+ JS. 


注 1 记 世 中 半 范 p(x) 的 核 ( 零 化 空间 ) 为 : 
Kx XEE, pw)=0, k=1.2,. 


则 商 空间 全 n= 已 / 玉 为 Banach 空 间 ， 而 以 上 x = pr( 和 i) 为 
范 ， 这 里 从 为 x 在 全。 中 的 等 价 类 。 记 个 ,的 对 偶 空 间 为 奴 ， 其 
中 的 范 17le = sup |fCx)1. 


证 若 刀 一 巡 上 且 依 其 中 范 有 界 ， 旭 在 总 的 零 元 邻 域 乙 = 
{x: sxE 巨 ,jzla 扫 上 ， 瑟 为 有 界 的 。 故 鼠 ' 在 瑟 的 任 一 有 界 
和 集 上 有 界 ， 据 推论 1 ，237 为 强 有 界 集 。 反 之 ， 车 如 为 强 有 界 
集 ， 则 出 排放 2 ，23' 在 的 某 零 元 分 城 广 = {x 12xjs<e 上 有 
界 。 设 1B7CV)| 过 可， 则 对 每 个 了 EB*， 有 2B' CEE 且 1f 有 上 << 
Md, 

定义 2 ” 设 忆 为 拓扑 钱 性 空间 。 五 中 弱 拓 扑 由 

VaV {x Xm e)={: [f(xy) | <e, j= 1 ,th} 
确定 的 零 元 邻 域 基 构 成 ， 其 中 ;为 任 一 正 整 数 ，%，，… ,Xm 为 
中 任意 m 个 点 ,#8 为 任 登 正 数 。 由 此 襄 引 出 弱 有 界 性 弱 收 敛 性 等 
概念 。 

最 然 ， 互 * 中 弱 拓 扑 粗 于 强 拓 扑 。 弱 收 敏 性 特别 表 明 ， 对 
尾 一 xEE， 有 faCX) 一 f/x) 

定理 4 设 怕 为 Fréchet 空间 ， 则 EE’ 中 弱 有 界 集 也 是 强 有 
界 坐 . 

证 ” 设 妃 ' 为 五 中 任 一 戏 有 界 集 。 记 

F={x: xEB, If(O)IE1l, YE 
可 核验 玉 为 桶 ， 据 定理 1， 下 含 上 中 某 零 元 邻 域 U。 因 38’ 在 U 
上 有 和 界 自 U 为 振 吸 集 ， 故 B/ 在 请 的 任 一 有 界 集 上 有 界 。 由 推论 
1 各 为 强 有 界 集 ， 
-gd 


推论 3 /中 集 B8+ 为 弱 有 界 集 ， 当 且 仪 当 对 每 一 点 xEE 


有 
SuD, lf (C2) |<oo. 
推论 4 设 厂 为 空间 ， 则 ?中 高 收 伍 列 {fa} 为 强 有 界 
集 


定理 5 设 五 为 空间 ， 则 E' 关于 弱 拓 扑 为 完备 空间 。 

证 设 {fo 为 吾 " 中 弱 基 本 列 ， 册 FX)=imfa《x) 对 任 一 
扎 XE 五 存在 。 据 定理 + ,对 任 一 有 界 集 4 呈 E, |fa(A)|<C. 
故 |f(421 之 OC， 这 袁 朋 /连续 。 显 然 在 弱 拓 扑 下 有 fn 一 E87， 
定理 得 证 。 

定义 3 拓扑 线 性 空间 五 中 的 强 拓 下 由 如 下 硝 定 的 零 元 强 
邻 域 
VarV(B’ ,est{x, xEE, lf(x)l<e, YHEB'} 
和 构成， 这 里 如 为 瑟 " 中 任 一 强大 集 ，6 为 在 辣 正 数 ， 五 中 国手 
扑 由 零 元 的 弱 邻 域 
Wa ,fare)= {x XEE, l/s(x)|<e, 7=1,° ,mm} 
所 确定 ， 这 和 蛙 委 为 任意 正 整数 ， ,了 mn 为’ 中 任意 加 个 元 ， 


2 为 任意 正 数 。 
定理 6 设 五 为 下 空间 。 则 互 中 强 拓 扑 与 原 有 局 部 凸 拓 扑 
等 价 。 


证 毛 中 每 个 零 元 邻 蕊 六 = {x xs<ei 也 是 强 邻 域 ， 事 
实 上 ， 若 x*E 玉 ， 则 对 焦 
Br {fs FEEL, lfls= sup lf(x)| -1} 
中 任何 有 (1<e 故 z{x， x€ 8，|f(x)|<e，YfE 
8 }， 而 为 巨 中 零 元 的 一 个 强 邻 域 。 反 之 ， 设 避 是 百 中 零 元 的 
一 个 强 邻 域 ， 则 对 E' 中 某 强 有 界 集 21， 有 。 
人 


U =1{%, x 七 忆 ， [f(x) | <e, vfEB'}, 
据 定 盟 3，BiCER 有 Tf<C，YfEB!1。 故 U 包含 集 


Uo tx x€EE, If(1<e, YIEEL, [lily=1} 


而 U ,等 同 TE 中 夫 元 邻 域 {x lxle< CE 


定理 7 天 守 间 五 中 的 强 及 弱 有 界 人 性 重合 一 致 。 

证 强 有 界 集 二 然 为 弱 有 界 集 。 反 之 。 设 -44 为 五 中 弱 有 界 
集 ， 则 当 0 充分 小 时 ，PA4 会 于 世 中 稚 元 的 任 一 给 定 弱 令 城 
中 。 坝 对 任 一 FE 己 ' 及 所 有 前 xE 五 ， 有 xz)1<C。 特 别 对 任 


一 个 fE 本 ， 有 11(C4])1<co， 故 4 在 每 个 人 中 为 有 界 集 。 据 
定理 3 知 A 为 蝇 有 界 集 . 
推论 5“ 严 空间 五 中 的 弱 收 伍 列 为 强 太 界 储 。 


2.1.2 上 机 空间 


定理 8 在 FM 空间 妃 中 ， 强 及 弱 收 敏 隆 重合 一 臻 。 

证 因 产 空 癌 注 足 第 一 可 列 公理 ， 收 伍 性 可 由 序列 表 述 。 
显然 ， 强 收 合 询 必 现 收 合 。 反 之 ， 设 列 {xw} 在 五 中 旨 收 伍 于 
零 。 扣 推论 5 知 {xs} 为 强 有 界 集 。 回忆 FM 空间 中 强 有 界 集 为 
神 对 紧 集 ( 见 1.2.4)， 故 {Xo} 必 有 于 列强 收 敏 随 之 弱 收 敏 于 基 
# 二 0 而 与 假定 不 符 。 困 此 {xmj 必 强 收 伍 于 鹤 。 

推论 6 FM 空间 在 珊 拓 扑 下 是 完备 的 。 

证 了 明 类 似 于 定理 8，。 

定理 9 设 忆 为 FM 空间 ， 则 E!' 中 的 强 及 弱 收 伍 性 一 至 

证 三 "中 强 收 策 性 显然 包含 弱 收 敏 性 。 反 之 ， 设 夺 fc 
五 绊 收 伐 于 零 ， 故 对 任 一 点 YE 五 ，f(z) 一 0， 须 证 明 ， 对 五 
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中 任 一 有 界 集 中 的 各 x，f (x) 一 至 收 衣 于 零 . 设 车 不 然 , 划 在 
中 某 有 界 集 4 中 窑 在 点 列 {x4}， 使 对 其 6 汪 >0 有 有!1f Cxa) 1 这 6 办 
{xa} 为 有 界 集 且 巨 为 EM 空间 ， 故 有 子 列 {xa1} 强 收 艇 于 某 
点 xE。 于 是 对 EB' 中 任 一 有 界 焦 8 中 的 /7， 一 致 有 f(xhr 一 
x) 一 0， 特 别 取 B7 = 《门人 小 ， 有 
for xar) = fa (xn) fa r(x) 0 (Cn! m00) 

而 得 矛 丑 。 故 互 /中 蜀 收敛 性 也 包含 强 收 敏 性 。 

定理 10” 设 已 空间 妃 为 可 分 的 ( 即 瑟 念 下列 稠 集 )， 则 已 / 中 
每 个 有 春 集 为 弱 列 紧 的 ( 即 鲜 个 序列 有 子 列 ， 收 策 了 于 已 中 基 
元 ). 

证 设 {x。s} 为 巨 中 可 列 称 集 。 对 给 定 的 任 一 有 界 无 穷 集 
8 性 如 ， 用 对 角 化 方法 可 选 出 无 穷 列 {f} ,使 对 每 个 xm 收 敏 ， 
据 定 理 3， 对 每 个 |fnls<C， 但 因 {x 避 为 中 再 集 , 放 {f。} 
在 E 上 收 全 ， 顺 在 证 明 {fs} 的 弱 极 限 / 属 于 EB!。 事实 上 ， 
f(x) =limf。(%) 对 每 个 x€ 已 存在 。 据 推论 4 知 ， 对 每 个 有 界 
集 4CE， 有 |fa(A)|<<C。 故 |f(A)|<C。 于 是 1 为 有 界线 性 
泛 画 。 据 1.3.1 定 理 2 ，f 为 连续 的 ， 即 ffE EB 。 国 些 ， 中 为 弱 
列 紧 的 ， 

定理 11 FM 空间 已 为 可 分 空间 。 

证 车 所 有 人 Ek( 见 注 1 ) 为 可 分 的 ， 则 在 其 中 取 可 列 笛 集 


Sa， 其 并 | Sx 即 为 马 的 可 列 稳 集 。 事 实 上 ， 对 任 一 点 <E 忆 ， 


存在 xX% ED 使 Hx 一 zh ，R=1,2,…， 生 显然 有 Xj 一 7. 


放 只 须 证 每 个 全 sp 为 可 分 空 闻 ， 用 反 征 法 、 术 和 妨 设 全, 不 是 可 分 
空间 ， 则 在 全 ,中 存在 有 异物 、 非 可 列 的 无 穷 集 和 ,使 对 评 中 任 
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二 起 x 及 都 有 x 一 尹 ， em>0。 因 殖 含 于 球 jxl < (m=1， 
2,.…) 的 并 中 ， 故 对 灞 个 ml， N= NIMN{x: 上 xl <<mi} 不 是 可 
列 集 、 同 样 ， 对 蘑 个 m2 之 m1， 入 = 入 站 {xs [x 上 之 m2} 不 是 
可 列 集 。 这 样 构 造 下 去 ， 知 对 每 个 正 整数 &， 在 仿 , 中 存在 有 界 
的 非 可 列 集 和 Ni;。 对 和 舞 个 hb， 取 Np 中 点 x%， 使 当 k 隶 j 轩 ，zi 堪 
xy4， 即 得 妃 中 有 界 列 {x 几 ， 而 无 收 伍 子 列 。 这 与 可 为 FM 空间 
的 假定 不 符 。 故 所 有 个, 为 可 分 的 ， 随 之 五 = 入 | 下 也 是 可 分 
空间 ， 

结合 定理 9 一 11， 即 得 重要 结果 。 

定理 12” 设 为 FM 空间 ， 则 /中 有 界 集 在 强 及 弱 拓 站 下 
都 是 外 对 列 紧 的 。 


2.1.4 严格 归纳 极限 
在 1.1.1 中 提 到 折 扑 空间 列 {Ey} 的 严格 归纳 要 中 互 =- 
LIE,, 这 里 要 求 电 / 己 忆 己 … 忆 有 己 … 上 县 短 个 互 ;的 朱 扑 是 
jy4 ;中 拓扑 的 导 拓 扑 ; 吕 为 晴 中 零 元 分 域 ， 当 日 仅 当 对 剑 个 j 
1 五? 为 吾 + 中 零 元 邻 域 。 现 在 利用 对 售 性 考察 妃 及 五 " 的 一 些 
重要 性 质 。 
定理 13 设 B 是 折 扑 线性 空间 到 {于 的 严格 归纳 极限 。 
若 在 吾 中 Ya 一 39 加 x 及 xw 辣 属于 革 个 nn 日 在 En 中 Xn 一 X。 反 
之 亦 然 。 
证 不 拓 一 般 性 ， 役 x*=0。 车 {x1} 不 属于 基 上 n+。， 则 在 在 
两 个 列 {Xy 人 及 {mr ，m = 1) ， 且 六 都 随 7 草 赠 地 趟 
于 oe， 使 当 如 疙 六 时，Xk EEm/， 当 有 A 六 时 X11EEnr'。 对 
每 个 mr ， 取 En /的 零 元 什 域 mr， 使 不 会 点 kr( 相 二 六 )。 于 
Qa- 


是 六 sp 站 Te 小 = 好 因 产 = 上 六 -为 五 的 零 元 邻 域 且 了 门 


fz?} 二 地 划 xy 一 0 (在 五 中 ) 而 与 假定 人 不符， 现在 设 {Xn} 性 
En Vmm,, 而 证 在 En ,中 xn 一 0。 假定 不 然 ， 则 在 总 m, 中 


施 在 零 元 邻 域 玉 m,、 而 与 {xat 的 茶 个 子 列 不 相交 。 为 简单 计 ， 


仍 记 这 个 于 列 汶 {xs}. 对 m2>f0， 设 玉 5 为 上 Em 的 零 元 邻 域 ， 使 
Wi= En nm,s mmo。 因 {%} 与 Vm 不 相交 ， 故 Vn 几 


{xn} = Bm 泛 mo。 于 是 矿 = tL 所 m 为 下 中 零 元 邻 域 且 与 


《Xa 不 相 记 ,这 与 在 中 xn 一 0 的 假定 不 符 。 该 1{x。l 应 在 Em， 
中 趋 于 零 ， 首 命题 是 显然 的 ， 

定理 14 设 上 如 前 。 若 如 为 情 中 有 界 集 ， 则 吾 合 于 某 个 Em 
并 在 其 中 有 界 。 反 之 亦 然 。 

证 医 8 不 合 于 某 个 Em， 则 存在 两 个 列 {x4 沾 及 {En 小， 
再 增 , 使 {x 三 如 ， 及 当 之 六 时 ， 
XE 元 名城 Yr 
全 Fm 全 X 于 是 mw 站 1y7 = 高. 集 广 = 
上 JYm! 是 二 的 等 元 加 域 且 因 

RV CTA ,Tm TUL ,Mm Tm 


对 任何 整数 8 ，{fxji 不 含 于 8 斑 。 因 天 为 上 四 集 ， 对 任何 2， 有 
界 集 {Xj 沾 不 合 于 i， 这 是 不 可 能 的 。 

现在 设 BCEs，Wm 之 ms。， 车 8 不 在 Em 中 有 和 界 ， 则 对 
五 ,的 某 零 元 邻 域 扩 mw ， 不 含 于 任何 4 不 ,。 由 Vw, 仿照 定 
理 13 的 证 明和 构造 玉 。， 则 8B 不 会 于 任何 4 中,， 随 之 不 仿 于 任 
何 4 太 中， 这 里 w= 人 Hn, 说 与 8 在 主 中 的 有 界 性 慨 定 了 矛 
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盾 ， 因 球 是 巨 中 的 疏 元 邹 域 。 逆 命题 是 显然 的。 

定理 15” 设 世 如 前 。 若 每 个 已 "是 完备 空间 ， 刚 王 亦 然 反 
之 ， 荡 互 ; 为 瑟 的 闭 子 空间 日 五 为 守备 的 ， 则 五 ;是 完备 的 。 

证 明 仿 照 前 两 个 定理 ， 

推论 7 若 每 个 吾 ; 汪 足 第 一 可 列 公 理 ， 则 互 上 线性 泛 函 为 
连续 的 ， 当 且 仅 当 由 在 中 x 一 0 有 f(xa) 一 0; 或 当 且 仅 当 /在 
巨 的 每 个 有 界 集 上 为 有 界 的 , 

定理 16 ” 设 每 个 忆 ) 为 空间 ， 则 E 的 共 罗 空 间 E' 在 届 拓 
扑 下 为 完备 空间 ， 

证 设 {fs} 为 EB! 中 弱 基 本 列 ， 则 其 极限 f 在 每 个 } 上 为 
连续 组 性 泛 画 。 故 FE E'。 事 实 上 ， 对 数 域 攻 中 零 元 前任 一 此 
邻 域 W = fy:]y1<<e}， 和 集合 {x:|f(x)|<e,xEEB}NEy 是 Ej 
的 零 元 邻 域 ，j =1,2,…， 故 1x: |f(x)| < 之 e} 是 EE 的 霍 元 邻 域 ， 
即 f 为 EE 上 连续 线性 泛 函 . 

在 本 节 最 后 ， 提 一 下 LF 空间 ，。 

定义 4 ” 设 {En} 为 拓扑 线性 空间 的 单 增 列 ， 

ECR Ea 
如 = UEm， 且 每 个 的 拓扑 强 于 由 玉 14 ,引出 的 导 拓 扑 。 在 
互 中 引进 收敛 往 及 有 界 性 概念 恕 下: 

1》 症 E 中 x 一 % 当 且 仅 当 ，{xs} 及 x 属于 茶 个 Bn 并 在 En 
中 xs 一 2 好 

2) 8 为 E 中 有 界 集 当 且 仅 当 : 8 合 于 荣 个 Es 并 在 Em 中 有 
界 } 

而 称 妃 为 {Ea} 的 可 列 并 。 特 别 车 五 。 都 是 已 空间 时 ， 称 五 为 LF 
空间 . 
注意 在 5 中 并 米 引 进 拓扑 。 但 可 定义 其 上 线性 喘 射 的 有 
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虐 性 及 连续 仁 如 下 ， 工 连续 (有 界 ) 当 月 仅 当 它 在 每 个 六 ;上 连 
综 ( 有 界 )。 革 的 对 侦 空 间 仍 沁 滨 在 BE/ 中 可 引进 黄种 收 全 
性 : 若 对 每 个 YE 五 有 fx) 一 0， 称 1/ 弱 收 合十 零 ! 若 对 世 中 
每 个 月 界 集中 的 x* 有 1 一 0， 则 称 产 强 收 黎 于 等 。 五 中 集 
刀 ' 称 为 弱 ( 强 ) 有 办 的 ， 若 对 每 个 xE 五 《每 个 有 界 集 Lc 王 户 
数 集 {f(x); JE BY CTFOx) 了 EB',xE A}) 为 有 界 的 ， 若 
五 ;都 是 了 空间， 购 E' 中 的 强 及 弱 有 界 性 重 全 一至。 

定理 13 及 14 对 {天 站 的 可 列 并 据 定 义 而 成 立 ， 定理 15、16 
及 推论 7 也 保持 有 效 ， 

吾 娩 归纳 坡 限 及 可 列 并 构 念 可 推广 到 任 鼠 空间 族 {EE。， 
cetii 的 情形 ，7 可 为 非 可 列 无 穷 指 标 集 。 


2.2 检 试 菠 数 与 广 函 


2.2.1 一 般 性 考察 


以 后 考 刀 具体 的 了 数 空间 ， 并 采用 如 下 的 标准 记 著 ， 
XE RF= x Rn): WERE, j=1,, 1} 
SER,= {Ey Sn): SHER, j=1,.,n} 

XE = KIEL tt Nns 
EC 
i = 一 1 2= Xi 人 时 


{x1 = 
d= O10 9j -39 I, ), 
Oxy 


a=(ais" ,0n) EN 
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全 ， 全 
多 8 二 六 1 三 Xn | | = r+! 


gl =al rauls G)-( )-(% ) 
A 


2 


ea 1 1 一 exp {as 下 十 和 +anlbnznl "ys 

车 a,6,& 为 标量 ;. 上 述 记 法 她 被 采用 ,但 a, =……=as=0, 6}=b，, 
Ry=R, j=1,*,n . 

定义 1 定义 于 开 集 CCR" 或 HCC? 中 的 实 或 复 值 阵 数 
P(X%) 或 9(#) 的 集中 ， 若 具备 下 述 往 质 ，- 

1) 外 为 空间 或 LF 空间: 

2) 若 在 中 中 ws 一 0。 则 对 每 一 点 XX,E2，9y(X0) 一 0 即 
称 为 检 试 空间 或 基本 空间 ， 其 中 元 称 汶 检 试 函数 。 具 紧 台 的 被 
试 落 数 称 为 紧 检 试 函 数 。 

车 忆 为 开 集 ， 记 CG) 00 所 < 委 oo } 为 如 中 由 次 连续 可 铀 画 
数 的 集 ， 着 G 为 某 开 集 前 闭 包 。，C%G)7 则 表示 在 内 部 有 前 疗 
阶 一 到 @ 违 儿 导数 因而 可 连 组 延 拓 双 G 前 边界 9G 的 本 数 的 集 ， 
特别 用 C™NO) 或 C2CG2 《G6G 为 开 集 ) 记 CmA") 中 台 属 于 避 的 函 
数 的 集 ; CPCR?) 则 是 CYR") 中 所 有 上 紧 台 的 函数 的 集 . 

为 引进 一 类 检 试 空间 。 海 虚 国 数列 {M(x)}， 

1<&NM (EM DE ME 
每 个 用 Jy(*) 定 义 于 Rs 电导 为 有 限 或 eo， 在 "的 每 一 点 ， 所 有 
好 同 为 有 限 或 加 为 cc。 记 Ry= {x 2) = R= 上 "~、 
Ra 并 设 所 有 型 ;在 RS 中 连续 。 为 简单 计 ， 假 定 吕 8 含 内 点 且 
其 边界 在 R" 中 具 零 Lebesgue 测 度 。 
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汐 虚 CCR*) 中 中 下面 两 个 要 求 的 沙 数 p(X)， 
Oz)=0, VxERe |al=0,1,., {1) 
1f(X)O*gp(x) 汶 RR# 上 有 界 连续 曾 数 。 (2) 

(2) 中 0 之 |a| 所 hE，1 志 上 oo， 记 这 种 p(x) 的 全 体 为 六 {MMM} 
它 显 然 作成 绕 隆 窗 间 ， 其 中 局 部 上 拓扑 可 为 范 列 
lve sup sup MC) oP) (18<eo) (3) 
而 二 Fr 


定名 。 注 音 车 及 各 为 闭 集 ， 则 (1) 表 有明 suppP 忆 下。 
例 1 设 入 为 R* 中 紧 集 ， 用 DCNVD)=KCNNMEC"CR"M) 中 在 
交 外 恒 等 于 零 的 孙 数 的 乐 。 这 时 


{1, HEN:, 
M(x)= 1 (j=1,2,."*) (4) 
[eo, XEN, 


阁 用 D™N ) 记 CPCN ) 而 峰之 以 范 (3) 


lols = max max lo g(x) | 
[二 


的 Banach 空 间 ， 则 DON)= D™N) 为 空间， 
特别 当 太 = {x [x |g4， 了 =1… 时时， 记 芭 ( 玉 ) 为 
Kt{a). 
例 & 急 降 孙 数 空间 (RD) 或 SCR") 用 
MC = (1+ x) R= 1,2,": (5) 
所 刻 划 ， 朝 应 的 范 列 (31 是 ， 
lim= sup SR | 上 + lx "p(s)), m= 1,2,"" 


以 后 会 着 到 ，S 号 FM 空间 ，S 中 范 数 p(*) 及 其 各 阶 导 产 当 |x| 


一 < 队 比 局 | 的 任何 次 涯 更 快 地 趋 子 零 ，, lim Ix1"13g(x)| 


| 
=0. 
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奴 一 类 检 试 空间 站 复 变 元 的 函数 空间 。 考 盘 >EC# 的 连续 
阔 数 列 {M (2)}; 
OCC EM CIE MA EE, zx+iyEC?®, 
(C (7y) 为 某 连 续 函 数 。 检 斌 函数 是 所 有 能 延 折 为 闽 函 数 并 使 如 
下 定义 的 范 


1 人 = sup MeCz) IBC2)| (1<sRc<co) (6) 
下 


有 限 的 聘 数 Bp(z)。 记 这 个 空间 为 Z1 及 :3， 并 用 范 列 (6) 确定 其 
中 局 部 凸 拓扑 。 


例 3 有 sz)=e sl1 十 |2 3) 
其 中 a>>0， 即 4j 之 0,7=1,…,#。 记 和 独 应 空间 为 ZCa)， 它 由 所 
有 指数 型 整 谓 数 中 满足 不 等 式 
《1+|1zl) Cz) Cre'Y! (Oko0) (*) 


的 整 函 数 &Wz) 组 成 ， 其 中 Cx 可 与 # 有 关 。 

定理 1 若 检 试 室 间 外 为 会 某 个 六 (CN) 的 了 空间 ， 则 当 列 
{ 引 按 玫 (YY ) 中 拓扑 收 伍 于 替 时 ， 它 也 按 更 中 拓扑 收 误 于 零 。 

证 车 在 六 (入) 中 gy 一 0 而 在 中 中 gy 一 p*， 则 由 定义 1 中 
2) 知 对 任 一 皮 xE 吕 有 Pp*(X%) =0， 放 9' 为 中 中 零 元 ， 

当 允 为 王室 间 列 { 罗 放 作 成 的 LE 空间 时 ， 只 要 对 某 个 有 
站 (入 ) 忆 Pn， 定理 1 显然 保持 成 立 . 

定义 2 检 试 空间 中 称 可 微 空间 ， 攻 对 任何 ww€ 中 ,总 有 


pp 
涯 由 中 到 中 的 连续 映射 。 
景 然 ， 车 中 为 可 微 空间 ， 则 对 任何 多 重 指标 2， 映 射 9 一 
9”q 汶 由 中 到 自身 的 连续 映射 。 
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定义 3 丽 数 = 称 为 后 上 乘 子 ， 若 对 任 -一 we，awE 号 且 
栈 射 一 a9 为 所 叫 到 自身 的 连续 瑞 射 ， 

定义 4 和 检 试 空间 四 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 四 上 广义 函数 ， 
简称 广 画 ; 骂 广 前 为 对 个 空间 中! 中 元 . 

三 函 产 - 般 不 足 丁 数 ， 但 为 了 起 调 了 协作 用 的 检 试 函数 mp 依 
拯 于 x*， 训 时 也 记 作 f(x)。f 对 p EE 中 的 作用 涯 示 为 如 下 记 法 之 


fm), (CF,m), fp, Fe) CFf(x), w(x)). 

据 2.1.3 中 推论 7 及 关于 LF 空间 的 说 期 。 有 以 后 常用 到 
的 重要 淮 测 ， 

定理 2 了 E QD' 当 且 私 当 ，f 为 力 上 线性 泛 函 且 对 中 中 任 一 
收 合 于 零 的 列 {P34} 有 fj(Ps) 一 0， 

车 大 > ) 为 局 部 工 可 积 西数 ， 即 在 任 -- 有 有 界 可 测 集 上 绝对 可 
积 的 画 数 ， 则 由 积分 


G0)= | fp dr, yoeE® 


确定 的 广 画 /E 中 ' 称 为 函数 型 广 函 或 正则 广 函 。 

关于 广 函 的 叭 一 葡 定 问题 ， 有 如 下 和 定理。 

定理 3 ” 背 检 试 空间 中 具备 下 述 性 质 ， 

”1) 对 任 一 同 定 点 x。€ RR*， 有 全 中 函数 9 在 x, 的 某 邻 域 中 

不 等 于 电 ， 

2) 对 任 一 PE 四， 积 et7fg(w) 对 所 有 5 ERs 仍 属于 外; 
则 当 十 数 型 广 卫 了 C(x) 作用 于 任 一 mE 多 都 取 零 值 时 ， 即 在 RR* 中 
玛 遍 有 /f(x) 二 0。 

证 ” 据 性 质 2) 及 取 堆 值 假 定 有 


| af (xp)explixé)d x= 0， 
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这 表明 函数 乒 x)wfxz) 的 Eoufier 变 换 值 等 于 零 : 但 出 上 反 转 公式 
(或 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 ， 人 参看 E,C,Titchmarsh,in 相 . 
to the Theory of Fourier Integrals, § 6.7, Th.120 Aca~ 
demic Press, New York, 1937)， 知 在 玉 * 中 殖 各 有 f(x)p(x) 
=0。 据 性 质 1 知 在 乓 * 中 殖 遍 有 大 x)=0。 
上 上述 证 明志 可 用 于 有 限 阶 广 函 
Gp)= | Fd)dx (7) 
这 里 (x) 汶 茶 局 部 工 可 积 函 数 。 若 /不 能 对 更 小 的 lal = 表 如 
形 (7?， 即 称 / 为 p 阶 广 函 ， 特别 画 数 型 广 画 为 等 阶 广 炒 。 作 为 
一 和 阶 广 范 的 例 ， 可 举 一 维 情形 的 Dirac 测 度 5(x)， 
C6,9) = {CHI Ce)ax = 一 | p(x)dx= pl0), 
YoE DCR), 
其 中 于 (x) 汶 Heaviside 冰 数 ， 
[1, we0s 

Hlx)= 1 
事实 上 ， (9,9) 不 能 用 任何 局 部 可 积 国 数 1(*) 志 为 形 (7)， 因 车 
不 载 而 设 


(3,9) = 人 fx) px) dx = 0), 


出 特别 取 PpCX)E 了 (中 1) 如 下 : 
f Aex xp 一 ， ?r= |x|<b} 
p(xy= p(x A,0,b0) = | 攻关 0 
人 ， tb 
(8) 
则 有 : 
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(5p)= 人， Kao(zi4bD)az=p(Oi4B) 
= Ae-!, 
但 当 6 一 0 时 上 式 中 的 积分 趋 于 零 ， 而 -Ae-! 0。 放 3 不 是 西数 
型 广 函 . 晓 然 它 可 用 五 (x) 表 为 -| 万 (PCx)dxy， 故 确 为 一 
阶 广 本 。 


2.2.2 空间 KM 及 工 {MA 
考虑 空间 
B= {p(x): ppECn(Ro)， 


Jgln= sup sup Ma(x)|9"p(x)|< oo} 
1 wr 


在 Rw 上 当然 应 理解 p(x) 二 0。 于 是 可 证 肯 ， 

引 理 1 ”个 ,为 完备 空间 。 

证 设 fgy} 为 @o 中 基本 列 。 即 如 下 的 列 

[orgs (x) — Op) Ma x op x) — Ope)| 

< 一 下 ll, R321， 9) 

其 中 ey 一 0 (一 oo)。 因 对 xERw， 上 上 式 左 边 为 零 ， 故 在 R” 中 
-一致 有 0"qy 一 09o。 由 此 知 p ,ECR") 且 在 Ry 上 当 |al<&m 
时 有 3”"po(x) 二 0。 令 衣 一 ceo， 当 xXEE RE 时 ， 由 前 式 得 ， 


Mao) og Og Cx) les, lal<m. (10) 
玉 此 知 fpy 一 om 一 0， 如 {9} 在 多。 中 趋 于 po。 此 外 ， 
MaCx) opotr) ey + 9sln {11) 


堵 jwe1a 二 co。 了 于 是 po 省， 这 表明 加 , 为 完备 空间 。 
若 上 述 基本 列 的 前 数 p; 部 居于 空间 @ 三 K {Ms}， 则 极限 
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9, 仍 在 铅 。 中 ， 央 吕 依 范 】 :lm 的 完备 化 Pm 乃 对 加 中 元 组 成 的 基 
本 列 取 极 服 而 得 ， 故 Pw 为 Bn 的 线性 于 空间 。 因 人 P= 门 名 ;上 县 


PCDI CEB,, 故 有 ， 
DD=EK1M,} = 站 
且 对 任 一 wpEE®， 有 : 
lpilolse < lon…. (12) 

先 证 明 一 个 一 般 性 定理 。 

定理 4 设 线 性 空间 已 由 单 增 范 列 (13) 确 定 其 局 部 凸 拓 扑 ， 
已 ;为 吾 依 范 上 -1 的 完备 化 ， 贡 忆 为 完备 空间 当 且 仅 当 百 = 
DBs. 

证 设 B= 站; 且 {xg} 为 E 中 基本 列 ， 即 依 每 个 范 下 .| 
的 基本 列 、 于 是 对 某 个 * 人 "EEn 有 Xk 一 Xm =I，2，…。 
显然 有 已 , 王 吾 :… 且 所有 x 人 = xz 和 五 ， 央 对 每 个 mm 有 fx 一 
站 一 9 玖 在 站 中 必 一 %。， 熙 五 为 完备 的 。 反 之 ， 设 姜 为 完备 
空间 及 xE 门 局,， 则 对 每 个 mn， 存在 mc 已， 使 lxn 一 xis<< 
加 ”对 任 一 个 #<<m， 由 (1) 有 

[em — x lm xhm i , 

页 在 Em 中 Xr 一 xX， 邦 1%p} 蚌 每 个 En 中 的 基本 列 ， 设 在 三 中 
ms 则 和 xs 一 Xn 一 0， 豆 对 每 个 m 有: jx 一 x m=0， 
于 是 x=x" EEBE, PE= NE,. 

据 引 理 1 后 的 讨论 及 定理 1 ， 即 得 

于 提名 = 


.定理 5 下 {村 ,} 为 了 空间 . 

为 了 证 明 大 {MM 是 FM 空间 ， 须 引进 条 件 : 

《型 ) 对 每 个 束 数 # 关 1， 存在 整数 #8/ 盖 k, 使 对 任意 的 
E>0， 相应 有 No>0, 当 1x > YE 不 站 ) 或 当 M(x) > 
(XERE)H， 总 有 YEM CX). 

当 Rr= 岂 时 ， 条 件 ( 计 ) 等 价 于 条 件 ， 对 每 个 >1, 存在 
有 7 2 佬 

. Jr 
Hm, M0. 
注意 当 条 件 (M) 成 立时 ， 对 任何 ia | 所 h&，p E11MMi}， 有 : 
M(x)orp(x)—0， 当 |x| 一 oo 或 性 X) 一 00. 

事实 上 ， 若 不 然而 对 某所 及 a， 存 在 烈 {xm}， 合 

M(xn) op(xm) | C0 

《1xm| 一 sc， 或 好 xm 一 cc)， 
则 有 388 Xm) | 95pCxm)| 一 oo(m 一 00)， 而 与 p71 之 0 不符 . 

引 理 2 设 条 件 ( 胃 ) 成 立 ，{9y} 二 {MM} ， 且 各 阶 导数 
列 19"wy} 在 "的 压 一 有 界 代 上 一 臻 收敛。 假定 对 尾 何 >1， 
hrs 和 Ce ( 即 {y} 为 六 { 计 2} 中 有 界 集 )， 则 对 任何 PT， 
ipsle 一 0， 即 在 六 { 调 中 有 Ps 一 0。 

证 对 给 定 的 #, . 取 条 件 (好 ) 中 相应 的 由 ， 旭 对 任意 的 
£2>0，XE RE， 当 |x| 之 育 。 或 证 E(X) 之 六 , 时 有 


Ma(x) < Mrix), 


于 是 对 lalx<8 得 
Mx) 1drps(x)| Ser Mer or pss)| 


已 
So res | 7<se 。 
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使 上 式 可 能 不 成 立 的 点 的 集 矿 含 于 集 [x| 志 六 ,或 集 Mkkz)<S 
入 。， 故 可 取 ii 完 分 大 ， 使 当 j2>i ,时 有 

Metx) lo pr) le (xED), 
于 是 对 所 有 Xx 有， 当 j2>j。， 总 有 1Psis<e。 出 8 的 任意 性 知 


引 埋 成 并 。 
推论 1 车 fpiy}CK1M}，]pyls 所 Cr (#1) 且 在 R* 任 


一 有 界 和 集 上 一 致 有 3"ps-*o*go(|al =0,13…) ,pgs EK{M,} 
且 在 其 中 一,。 
事实 上 ，(9) 对 任 一 个 j 及 ey = 2C8 成 立 ， 便 8 一 co 即 得 510 ) 


及 (11)。 故 对 任何 r>>1 有 fpsle<co。 册 此 知 poc 人 Bm = 


天 Te， 再 对 ty 一 9o} 应 用 引 理 2 即 得 推论 。 

定理 6 若 条 作 (24 ) 威 立 ， 则 玉 4a4 为 FM 空间 。 

证 ”只 须 证 开 4agsi 中 有 界 集 为 外 对 列 紧 的 。 设 才 为 省 界 
集 ， 则 1pims<Cn，YepE4，LASmcceo. 因 maxz)ZP21， 对 每 
个 z， 集 {osp: ppE4} 为 一 考 有 界 移 。 应 用 Ascoli-Arzela 定 
理 及 对 角 化 方法 ,/ 可 得 列 fps} 忆 4， 使 各 阶 导 数 列 19*gyj 在 
Ra 的 任 一 有 界 集 上 一 致 收敛。 但 芒 {8} 为 完备 空间 ， 故 据 挫 
论 1 知 4 为 相对 列 紧 的 。 

定理 7 车 条 件 ( 寻 )} 成 立 且 int 丙 虽 # 名， 则 攻 { 加 yp} 中 的 紧 
台 函 数 作成 稠 的 子 线 性 空间 ， 

证 ”由 2.1.1(8) 中 的 函数 ptx) = o(xy1y TI，1) 


一 1 
{ exp-—!., +t], 
pa) 


作画 数 
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h(x) = C| rr 一 p)dp， 
显然 有 2)E C3%CRM)， 庆 当选 择 C 可 使 Hx)=1，|x|<1。 当 
1x| 之 3 时 ， 扩 (x) 三 0. 对 任 一 g EK {Mg}， 令 
4) = 0) (YE ), 


因 当 |x| <<? 时 gy (4x) = w(x)， 上 对 任 --a， 在 R" 中 尾 一 有 界 集 
上 一 教育 9"py 一 9"p。 若 能 证 
losli 人 CE (1<R<eo)， (13) 
则 据 推 论 研讨 在 其 【 时 对 中 2 一 9 为 证 明 (5)， 记 
lo*htx) | Ce, lal<s, xER", 
这 列 常 数 芒 入 显然 存在 。 于 是 有 


or ) cL, lal<h, xE Rr", 


应 用 Leibniz 公 元 
0"(10) = G jae-afDas (14) 
可 得 
MCx) 0p CECE Ps, 
到 C = CkCkipls， 即 得 (13)， 最 后 注意 。 当 int 问 关 户 ， 则 
K {Ms} 合 紧 全 函数. 
推论 KCN) 及 S$ 都 是 FM 空间 ，D= J 天 (1x|< 站 是 
LF 空间 . 
对 空间 罗 一 234Mas4 可 作 关 似 的 讨论 。 记 到 为 使 2,1.1 (6) 
中 范 18jw< 过 oo 的 整 画 数 的 入。 仿 腿 引 更 1 可 证 货 。 为 完备 空间 ， 
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车 记 多 wo 为 严 按 范 上 .1 的 完备 化 ， 则 区 王 史 swC 丈 。 因 风 = 
门 到 ， 故 有 
VW=Z{M,} = 站 Ey. 


类 做 于 定理 4 可 得 ， 
定理 8 24 { 好 村 为 五 空间 。 
类 圾 于 条 十 ( 虹 )， 可 引进 条 件 (4 ,)， 
(M,) 对 任 一 整数 名 1， 存 在 整数 久 >>， 使 


但 M(x) 
pots 0， 


定理 9 ”车 条 件 ( 闻 由 成立， 则 2 村 相 为 了 ML 室 间 。 

紧 台 函数 个 是 整 函数 ， 当 然 不 能 为 Z144 sj 中 再 集 。 

最 后 引进 入 中 数 列 {MMyx)} 及 1M tx 站 的 等 价 性 概 念 . 
车 Ra = {x: Nd 了 和 1 理 合 于 Rw 县 对 xE RR 名 有 


C%) 
OCEEY 二 < 1 OhR) oe, (15) 
对 列 { 肝 jCz)) 各 类 似 地 引进 等 价 列 ， 


2.2.3 广 函 的 导数 与 结 榴 


先 引 进 广 夯 与 现 子 ( 山 2.2.1 定 义 3 ) 的 积 ， 
定义 5 设 (x) 为 检 试 空间 中 上 和 匀 于 ， 则 对 任 一 广 男 
ED ， 积 af 如 下 定义 
Cof ,07 = (C1,ap). 
出 履 子 定义 知 上 式 石 边 为 史上 连续 线性 沁 函 , - 放 of E 富 / . 
映射 7 一 af 显然 为 古 ' 到 对! 的 连续 映射 。 故 4 也 是 号 上 习 子 。 


* 112* 


利 刑 Ieibaiz 公 <(3142 林 芒 验 ， 荐 在 天 1 中 对 任何 绢 全 
r 字 1， 丰 在 4 这 户 及 常数 Cpr 使 
Mx)M (XI Cp Molx), 
则 每 个 注 足 不 等 式 
lg(x)| CaM a (x) OIB|I<m) 
的 区 数 g(x) EC* 是 玉 人 4 上 荣 子 ; 上 式 中 民有 为 四 应 于 BP 的 
kk。 特 别 ， 湾 足 不 等 式 
losg(x) Cetl + IxI) OO 《0SHBI<ce) 
的 CC 函数 9fx) 是 3 上 上 乘 子 ; 任 : 一 C0" 函数 是 (CN) 上 的 弱 子 ; 
多项式 是 Z(e) 上 前 乘 子 。 
定义 6 设 四 为 可 微 检 试 空间 ， 则 任 一 广 函 f EP!' 前 导数 
8cf 如 下 定义 ， 
(9“f ,po) =~ dpm), YoEeD. 
据 可 徽 检 试 空间 定 文 知 : 对 任何 a，9"JE@/， 县 有 如 下 
结果 ， 
定理 10 ” 若 y} 在 中!' 中 昼 误 强 收 仑 于 f, 则 {09 站} 也 在 外/ 
中 更 或 强 收 合 了 于 9 下， 
定义 5 的 根据 如 下 : 车 f(x) 在 R* 中 有 连续 导数 且 
PEDCR*r)， 则 由 分 部 积分 有 


[91f pC dx =—{f(x)0 md = 一 (atg) 


这 里 及 以 后 常 晓 去 积分 号 下 的 积分 域 R"。 上 式 表 明 由 3,1 确定 

的 广 酉 重合 于 由 (x) 确定 的 广 函 移 导 数 ， 以 后 在 可 能 引起 混 

请 前 场 售 ， 用 [o4 门 记 通 党 导数 。 广 函 647 网 称 为 1 的 弱 导 数 或 
广义 导数 ， 

容易 看 出 ， 空 间 D(CN)，D(R*)，S 及 所 有 下 {前 6} 都 是 

可 微 宅 闻 ， 故 入 应 的 广 函 都 是 无 穷 可 微 的 《当然 是 在 哗 导数 意 
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义 下 )。2Z(9) 也 是 可 微 空间 事实 上 ， 若 yz2)E Zla)， 则 有 
Mz)| 


1 MCz) MM | 
< en. Ez lds <C (#4, 
其 中 导 = (F102 1 )s 常数 Ci 与 无 关 。 图 
此 得 ， 

上 ,<cswl. 


这 表明 、 过 E Z{M%} 且 映射 一 2 为 Zta) 到 自身 的 连续 映 


射 。 族 2(6) 上 广 也 是 天 河和 的. 
在 可 微 检 斌 空间 史上 ， 无 穷 阶 常 系数 算 子 490) = 2 0a0" 


有 定 尺 ,只 要 对 每 个 wm 全 四 ,级 数 AC 一 3)gp = aa( 一 1)494109 可 


有 旷 侣 ， 对 任何 了 E  ， 可 定义 4(9)7 如 下 ， 
CACO)F Pp)= (fF, AC— op), YoED, 
车 AC 一 9)w 在 更 的 有 界 集 上 关于 g 一 致 收 皱 ， 则 A (3)f EE 轩 '， 
即 44 为 用" 中 有 界 算 子 。 
现在 考虑 到 { 妈 对 上 广 函 的 结构 问题 。 
设 # 为 到 1 上 广 画 。 据 1.3,.1 推 论 4 及 2.1.1 定理 3 知 f 
是 某 个 中。 上 的 连续 线性 泛 机 ， 对 每 个 mp 年 s， 有 一 … 对 应 的 > 
维 向 量 函 数 {}， 其 和 分量 是 ， 
baw) = Mx (XN), XERE, Olol<h 
sy 不 是 分 量 的 总 个 数 。 设 "是 ?个 广 的 直 积 ， 这 明 六 由 融 上 达 
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续 并 具有 限 范 
lil=sup | 有 (xy)| 
TERE 


前 所 有 函数 以 x) 组 成 。* 中 范 取 为 各 分 量 章 范 之 和 。 向 量 函 
数 {9} 张 成 ?的 线性 子 空间 人 *。 因 fEDBL, 泛 画 LC({9})= 
f(g) 是 人 "上 的 连续 线 钵 汉 西 ， 而 可 保 范 地 延 折 于 本 "上 得 连续 
线性 泛 湘 斌 。 据 Riesz 表 现 定理 ， 厂 "上 的 连续 线 性 证 画工 取 
形 ， 

Foy = 于 |， ieCOaoe(e， -fg 


区 
其 中 os( 2) 为 有 界 变 差 国 数 或 测度 。 这 就 给 出 
定理 11 五 { 对 时 王 的 任 一 广 画 子 具 形 
1 EMP) aoe, 16) 


[i 


m2]1 为 某 个 整数 ， 且 f Bs 的 范 为 
= >， _1dca {%)|. 
RN 


为 了 得 到 广 函 的 更 方便 的 表示 ， 对 权 函 数列 + 型 zj 作 和 如 下 
要 求 
(N11) 对 每 个 之 1， 存 在 &* 这 k， 使 


miew /CY = 三 二 下 EL(CRR)s 


(和 N;) 寻 每 个 k 之 1， 存 在 h* 守 kk， 使 对 任何 X€ 玉 ， 


A CXY 
MM wy 


现在 证 明 2.2.1(3) 中 范 列 等 价 于 范 列 


CO, 17 一 x| 二 1。 
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Ioli=,sup | Mix) orp(x) ld%. (17) 
1 要 | 所 大 AR 


首先 设 ze Rs， 则 由 (CN,) 有 
MN)TO mH) | = mr rxIM LE x) | org %w) | 
mer CX Pl 


两 边 滑 且 8 积分 即 得 
lg 村 <Bzl9l yy， (Be = masrCxz)dx)。 (18) 
于 
其 次 ， 对 任意 的 xE€R*、 可 证 明 不 等 式 
1g) lA lasgp(é) | aé, (19) 
iBilcd) -mic 


共 中 有 妃 与 9 不 依赖 于 pw。 为 证 (19), 取 r(1)ECHR!)， 使 (0) = 
1, rCt)=0, Y | ze 220 固 定 。 因 * 
PX) OP Pe Ka 


-| [PE — x P(e, xs, "Nn) de, 


= (站 Ptr Be 2 


下 1 一 里 


部 


故 有 
oO lA 106 sas. ra) dé, 十 


+ 4 ,| BE re) dé,. 
对 ,2 及 十-o(5 xsi yxa) 作 类 似 的 处 理 ， 而 
上 


换 < 3 Fr0xi) 为 < ,r(xs) 等 ， 并 取信 ev nl, 即 得 (19), 且 
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心 
中 
中 


在 (19) 中 找 g 为 0"p， 并 取 R? 守 + gg 当 芝 所 下 有 时， 得 
Mx) arp) 
A 2 | 省 Mon(E) Or+Ap(E)| dé 


1 有 sg 二 -了 1 <: 
ER - 


A'Ciloltr, 
A! 罗 常数。 上 式 表 明 ， 
lpls A Ce 人， (20) 
(20) 与 C18) 天 上 盟 范 烈 休 : 由 } 与 全 1#} 罗 等 价 的 。 故 在 定理 六 的 
有 证明 中 可 换 有 和 为 必 全 而 在 空间 二 ”上 取 范 


l= fs) dx, 0=C0,,,0) ET , (21) 


因 具 范 (21) 的 空间 "上 的 连续 绩 性 汉 妙 了 具 形 : 
TC0) = Ef 0s)gs dx 
fe" RE 
其 中 g(xX} EL*(RE), j=1,… ,yz。 于 是 得 如 下 结果 。 


定理 12 ” 设 条 件 ( 入 1) 及 LCN;) 成 立 ， 则 民 { 几 Me} 上 任 一 广 
亲 了 内 形 


fy) 二 > Mx) atx px) TX, (22) 
Isle RE 
mm 为 某 正 整数 ，fa(x) 都 是 歼 帝 有 界 可 测 函 数 ， 上 
Fm = 2 esSs Pet {23) 


考虑 Schwariz 急 降 空 间 S11+ xD*h。 委 件 CNY) 
及 (Ni) 显然 成 立 ， 且 R= 瑟 *?， 这 时 (22) 夺 边 的 每 一 项 可 改写 
"li7" 


汐 

(一 1 020)。 (24) 
其 中 训 %f 6 为 5S 上 冰 数 型 广 活 。 对 每 个 积分 

If, ={ "Mfedx, = 


可 得 5S 中 元 G11 = 人 .fn。 对 多 重 积分 有 同样 结果 。 放 (24) 中 
每 个 泛 函 可 表 为 cgge， 且 对 所 有 xc， 有 是 同一 的 ， 而 ge 则 为 R" 
上 满足 不 等 式 . 
[9aCx) ;Alt x|)"™® 
的 连续 函数 ， 总 结 上 述 , , 即 得 下 面 的 结论 。 
定理 13 ” S 上 每 个 广 阴 了 取 形 
=eapFf1+ xl2 "F(x)], {25) 
其 中 (x) 是 R" 上 前 [有 界 连续 函数 ， 故 f 称 绥 增 ( 短 增 ) 广 五 ， 
设 f 在 S$S' 的 有 界 集 B8' 中 变动 。 据 2.1.1 定 理 3，B' 含 于 茶 
二 4 中 时 依 其 中 落 11s 有 界 。 攻 (22) 中 的 对 所 有 EB' 是 同一 
的 ， 有 号 数 集 (238) 也 是 有 界 的 。 类 似 于 定理 13 的 证 明 ， 可 得 如 下 
结果 。 
定理 14 ” 设 召 ' 为 3 中 有 界 储 。 风 对 每 个 FE 瑟 "， 存 在 麦 
示 式 (35)， 且 有 与 m 是 外 同 的 。 此 外 ,连续 备 数 集 {E( 
了 E 吾 "在 器" 于 是 一 致 有 界 的 。 


2.3 分 布 理论 


2.3.1 空间 D 与 分 布 


设 人 = {fo = 个 ， 12,， 2...…}， {2s = {x Ix] < ys {a} = 
{E5813"…} 为 单 降 于 零 的 任意 下 数列， {m} = {mo ,mW ，…} 为 单 
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增 于 一 的 任意 非 负 整 数列 。 于 是 可 在 空间 C*(Rn 3 引进 集合 
V(tm}, {ey)= {p(x) wp ECHR), |9w|<es, 
lal ms, » E03}. 
虽然 了 = 0,1,… 是 可 列 集 。 但 因 亚 随 * Er 而 不 同 , 故 把 所 有 的 
作为 Ci 的 零 元 邻 域 基 时 ， 并 永 闯 足 第 一 可 列 公 理 ， 记 C3 具 
备 上 述 拓扑 所 得 的 抓 扑 钱 性 空间 为 也 或 多 ， 注 意 刀 是 局 部 凹 
的 ， 但 不 可 度量 化 。 万 也 可 看 作 空 间 列 {DCOy)，7 =1,2,.…} 


的 并 。 出 于 口 (Q;) 都 是 玉 室 间 ，D 是 LF 空间 。 

记 D(G) 为 台 会 于 避 的 所 有 w&€ DD 的 集 ， 

设 玉 为 R* 中 茶 个 紧 集 ， {id} = {MM, 本 为 单 增 正 数 
列 。 记 

B(AM} ;下 ) 三 {ppE DEK), 19<p1< 安 村。， 
lal <m, m=0,1,."}. 

定理 1 人 开 扩 己 D 在 D 中 有 界 当 且 仅 当 : 它 会 于 菜 个 
五 ({ 开 | 天)， 即 ， 丈 中 所 有 mw 的 台 合 于 同一 紧 集 丘 。 且 对 每 个 
a， 集 10*9: PE 玉 } 一 玛 有 办 。 

证 ”由 1.2.4 定 义 5 知 ， 若 对 忆 中 企 一 零 元 名 成 扩 ， 存 在 
4 0 使 矿 之 4 天， 则 玉 为 了 中 有 界 集 。 册 此 知 每 个 BC{N}, 太 3 
为 五 中 有 界 集 。 故 若 矿 含 于 这 种 集中 ， 太 必 为 有 内 集 。 反 之 ， 
设 友 为 有 界 集 。 先 证 矿 中 所 有 9Y 的 台 含 于 同一 有 界 集 。 如 果 不 
然 ， 则 存在 列 {p 和 站 } 守 友 ，{2jC ,使 wy (xX) 二 0, |xy| 之 j 
选 ef = [ptxys)1/i 及 任意 的 {0}。 于 是 太 对 任 他 4>0 不 会 寺 
A4V({m}, teh)， 耐 与 形 的 有 界 性 假定 不 符 。 故 对 某 个 紧 集 六 ， 
有 有形 己 DCK )。 当 57>0 充 分 小 时 ，6JY 会 于 呈 的 任 一 党 元 邻 域 
中 ， 装 关于 gE€V 一 考 有 |90"g| 所 Ma， 取舍 = max Me, 即 
知 WVCOBCM},K), 
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定义 1 呈 的 对 蛋 空 间 D!/' 中 元 称 为 分 布 。 

定理 2 ”上 DD 上 线性 泛 函 1 为 连续 的 ， 当 日 仅 当 对 任 一 紧 集 
CR"，f 在 DLK) 上 的 缩 射 为 连续 汉 函 。 

据 1,.4.1 推 论 1 。 定 理 2 的 等 价 表述 如 下 : 

定理 2” 了 厂 上 线性 泛 画 了 汶 连 续 的 。 当 且 仅 当 对 每 个 有 界 
集 83c 二 加。1(8) 为 有 界 集 . 

定理 2 的 证 明 依 据 下 面 的 定理 。 

定理 3 ”了 了 中 心 集 形 为 雯 元 邻 域 ， 当 有 是 仅 当 对 任 一 紧 集 
KCR", VND(K) 为 D(K ) 的 零 元 分 域 . 

证 显然 ，V({tm} Te 上门 五 (到 ) 为 号 (五 ) 的 零 元 邻 域 . 因 
已 的 每 个 零 元 部 域 总 售 有 某 个 F (tj ,{el)， 故 必要 性 得 证 。 
为 证 充分 性 ， 取 站 = {x |X] 坊 &8+2} ,注意 对 任 一 个 8 庆 0， 存在 
加 数 1 这 0 及 正 数 ， 使 当 p ED，supppC {x |X| 志 + 2}， 
且 


lagp(x) | sn BISm; 
时 ， 必 有 wpE 玉 ,不 失 一 般 性 ， 可 取 {mwe} 单 增 到 oo。 
据 1,6.4 定 理 9， 存 在 怀 * 上 的 单位 分 解 {ec(x)}， 僻 
sttpbpaxC{ERsS x+ 2。 于 是 可 把 每 个 pE 万 表 为 


= (2 erp). 
0 


因 玉 为 凸 集 ， 若 对 每 个 有 2**'arp€ 玉 ， 即 有 名人 € 信 . 
共 次 可 注意 ， 若 
op(x) | sr，1P1 sm，]X[2A 
则 |28+108(cxg| 二 -se YER"， 4 为 与 9 及 sk 无关 的 常 
数 。 故 若 取 {8%} 单 降 于 零 日 使 4pEg 之 94x, 则 Pp EYE(tm}, {5}) 表 
明 2k+!1agpp 蕊 了。 故 p 玉 ， 即 访 为 D 中 零 元 驾 域 . 
取 天 = fs xi| 雪 站, 了 =1,-…'s#?}， 由 定理 3 的 证 明知 
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有 : 

推论 4 局 足 空间 列 14 所 fp 位 =1,2,…)} 的 严格 归 纳 极 
限 . 

定理 2 是 2.1.3 推论 7 及 上 一 推论 的 结果 。 由 知 卫 是 
2.2.1 定 义工 意 交 下 的 检 试 空间 。 

推论 2 也 是 完 苗 空间 (在 基本 列 意 闵 下 )。 

这 是 定理 3 及 2.1.3 定 理 15 的 推论 ， 

容易 直接 被 验 ， 呈 中 有 界 和 集 为 相对 紧 的 ， 故 口 为 Montel 窒 
间 。 附 带 提 到 而 不 作证 明 ， 好 空 闻 是 自 反 的 ， 旦 其 对 偶 空 间 也 
是 音 空 间 . 

由 2.1.3 推 论 7 下 定 进 16， 还 可 得 如 下 结论 。 

定理 2 了 上 线性 泛 画 为 连续 的 ， 当 且 侈 当 对 防 中 列 
人 5 一 0 有 TOP 一 0。 

定理 4 上 呈 ' 为 完备 空间 ， 

上 述 所 有 结果 记 适 用 于 D(CG) 及 其 对 避 空 间 D' (SG)， 这 旦 
局 为 R* 中 开 集 。 这 时 在 VY({m} ,{e}) 中 只 须 取 人 = 10,= 名 ， 
和 一}， 使 昌 y 己 昌 j4 三 了 =12,-…， 且 的 每 个 紧 于 集合 
于 基 个 号 1 中 。 

关于 总 为 C3CR") 中 称 集 以 及 上 /中 分 布 的 初等 运算 ， 例 如 
al%x) EC"R*) 析 莱 及 微分 运算 等 ， 因 为 已 有 较 多 中 文 书 论 
及 ， 所 以 不 再 重复 。 这 里 上 其 强调 一 下 ， 卫 在 C?(R") 中 也 是 条 


集 ， 为 此 只 须 取 函 数 pe(x)E D， 使 当 1x!< 志 时, B(x) =1. 


则 对 任 一 函数 ffx)EC?,， 有 C8 中 到 {je(x)= Pe(x)f(x)} 


) 在 C ?中 收 敲 填 j， 即 C3 在 C' 中 税 ; 随 之 吃 也 在 


1 
{e=1, 2 


< ?中 稳 ， 
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2.3.2 分布 的 唯一 确定 


空间 刀 显 然 满足 2.2.1 定 理 3 的 条 人 性 1) 一 2)， 故 DE 分布 
淮 一 确定 。 现 在 作 进 一 步 的 讨论 .但 颂 提 到 ,对 人 在 一 空间 D(K) 
( 百 为 届 " 中 任意 紧 集 ?都 不 满足 条 件 1)， 故 DL( 玉 ) 上 分 布 非 唯 
一 确定 。 

定义 2” 绍 定 开 集 2CR", 车 对 所 有 PE D(CQ) 有 ij(w) =0， 
即 称 分 布 f 在 QR 上 为 零 ( 零 分 布 ); 若 在 .上 /1 一 f=0,， 称 在 器 
上 f= 1。 定义 分 布 1 的 全 为 

suppf = {x: xER",# 不 其 备 性 何 加 域名 ， 
使 在 % 上 为 零 }。 

据 定 类 知 suppi 为 R* 中 闭 集 ， 

定理 5 设 {9y} 汶 开 集 介 的 开导 盖 列 ， { } 为 分 布 列 ， fs 
定义 于 介 ;。 想 定 当 名; 门 介 关 加 时 ， 在 交集 二 即 有 fy = fs. 则 
存在 定义 于 如 的 唯一 分 布 六 使 在 每 个 包工 有 = 广 。 

证 设 {ay} 为 相应 于 {8 六 的 单位 分 解 ， 刚 有 


P= 19 YPED, xER', 


困 suppy 只 与 有 限 个 sappay 相 交 ， 上 式 右边 仅 含 有 限 个 项 旋 
车 存在， 应 有 


Fo) = fasp) = 区 (ip)， 
这 者 且 唯一 地 稍 定 。 上 式 耕 边 还 可 用 灸 建立 分 布 f 的 存在 性 。 


显然 ， 如 此 确定 竟 泛 函 了 显然 为 线性 的 。 光 证 其 连续 性 ， 只 须 
对 任 一 紧 子 集 KK 忆 人 2， 证 明 f 在 D(K ) 芋 的 连续 往 ( 见 2.3.1 定 再 


2 )， 当 wp ED(K) 时 ， 级 数 生 f(as9) 只 合 有 限 项 。 因 每 个 
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f 连续， 故 了 也 连续 。 

简 下 人 须 证 明 在 ;上 f= 站 设 Y E DCG)， 则 suppaxpC 
人 站 x， 豆 并 aypP 寺 0， 则 避 j 间 人 2x 站 加 ， 据 息 定 , fy (orp) = 
feCarP)， 对 记 作 和 得 所 需 结 果 。 


ftP) = 和 farp) = fr Corp) = 了 2)， 
四 


推论 3 ” 若 在 每 个 开 集 Pr _ 上 /= 0 则 在 并 = 中 8 上 f= 
0。 六 在 每 个 号 j 二 万 一 0 {Hi oo ), 贡 和 在 好” 上 有 一 0 
Cm ooo). 

定理 6 设 下 为 R" 中 紧 集 。 对 红 定 分 布 :， 存 在 整数 m2>0， 
俩 当 wp; E D(CK EOrpo0 (20), |al 才 Em 则 肖 fg1) 一 
0， 

证 为 DtK) 上 连续 泛 了 画 ， 故 对 任意 的 :>>0， 窑 在 D(K) 
中 党 元 邻 域 Vin ,7 区) 二 {9: vwEDCK), 9pl<ny [al Rm}, 
使 当时 ，1f(w) 才 8， 辐 定 8， 则 对 任何 4>>0， 关 系 EE 
Vm,47 ,下 ) 吉 明 |f (CP)| 志 4s。 取 4 充分 小 ， 即 得 所 需 。 

学 用 2,2,3 宕 理 12， 并 注意 对 于 D(CK) 有 M(x)=1， XE 
Ri， 可 得 如 下 结果 。 

定理 ? 上 内 贤人 台 乓 的 人 性 一 分 布 卫 凡 形 ， 

7 = 2 O°F,(x), (1) 


[9 
其 中 下 ,都 是 连续 机 数 ， 量 supp 站 会 于 区 的 任何 给 定 邻 域 避 ， 
注 1 UU 一 般 不 能 换 为 下， 如 Schwartz 所 举例 子 所 示 。 考 
卉 呈 ( 弄 !) 上 如 下 定义 的 分 布 : 


Ce = lim [过 oF) mp(0)—p’ (0)lnm ], 
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YoEC"CR!) 
显然 ，f 基 紧 台 suppj = 太 = 1{0， 1 `}。 作 展 式 


p( ) =w(0)+m(0) 字 + or( 站 于 3 O01 


"(办 


(fp)= ce + 志 . 


由 此 可 核验 1 为 C" 上 广 孙 。 oe E DC, 使 


i 1 1 
| VE? 3 
prCw) = | 


1 
LU 9， * 人 EFI 


注意 1Px(x)| < 并 故 当 一 oo 时 ，p4 一 臻 趋 于 零 ， 且 各 阶 


导数 在 皇上 为 零 (在 乓 外 不 为 零 )。 由 于 ;的 了 只 有 了 = 1， 


…, 岂 共 色 | » 因此 有 ， 
一 国 二 ey 
(fp) Ev® pi 


故 不 能 只 要 求 ps 的 各 阶 导数 内 在 乓 =suppy 上 趋 于 零 或 等 于 
零 ， 妈 这 个 分 布 不 能 用 suppfa = 五 的 函数 上 。 表 为 (1 的 形 式 ， 
关于 在 何 种 紧 人 台 上 可 取 避 = 玉 =suppf, 参看 LL. Schwartz， 
Theorie des Distributions, 1, PP.95, 98, 2nd wd,, Her-— 
mann， Paris,1966. 那里 引进 了 正规 台 的 概念 .可 提 到 ,有 界 闭 
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城 是 正规 台 : 有 限 点 集 也 是 正规 台 。 可 注意 ,为 简单 计 ， 在 
2.2.1 中 曾 识 求 R# 傅 内 点 。 

定理 8 没 介 为 R" 中 有 界 开 集 ， 旭 任 一 女 布 7 在 如 上 串 表 为 
了 =9mF(x)，im 为 某 非 负 整 数 ， 玉 (*) 淘 连续 函 数 ， 且 supp 下 
合 于 如 的 任意 邻 域 中 。 

只 须 取 到 = 如 再 应 用 定理 ?7 . 

推论 4 ” 设 介 为 有 界 天 集 ， 咒 (82) 上 每 个 分 布 f 为 有 限 阶 
的 。 

推论 5 设 分布 f 具 紧 台 兵 ， 则 存在 非 负 整数 哺 ， 使 当 p ED 
Horplr=0(alem)H, f(g)=0 

定理 9 人 尾 一 分 布 了 可 表 为 


f= otFs(s), (2) 


其 中 政 } 邦 已 是 时 从 过 续 男 数 ,supp 太 ,全 于 sappf 的 任意 邻 域 中 ， 
县 (3 的 右 过 是 局 部 有 限 项 各 。 
证 取 suppf 的 有 界 开 覆盖 列 {02y} 及 相应 单位 分 解 


二 区 让 记 六 ;= ayy， F = DE 因 和 上 每 个 六 具 紧 台 ， 帮 可 应 


用 定 还 7 而 得 (2)。 

利用 推论 3 及 定理 93， 念 昭 2.2.1 定理 3 的 证 明 处 理 有 限 
阶 广 画 ， 地 为 D! 中 分 布 准 一 确定 。 

为 了 深入 考察 紧 台 分 布 ， 引 进 空间 只 。 在 C”(R") 中 攀 遗 
如 下 的 零 元 邻 域 基 

Vom,e, KDS {Pp: PECARD), [op(x) le, 
lel 所 HR， xEK}., 
这 里 rr 为 任意 非 黄 整数 ，e 汶 任意 正 数 ， 攻 为 "中 任 一 紧 集 。 
12 » 


具备 这 种 拓扑 的 空间 C" 通 记 为 4。 有 也 可 由 C" 及 如 下 范 列 
i pl = ,Sup Sup,l9°9(%)|, tm = 1,2,.: 


确定 。 显然 ， 史 为 卫 杂 空间， 且 舍 刀 为 筒子 空间 。 

记 吕 的 对 个 空间 为 多 7 有 e87 王 马 '。 了 "中 分 布 f 必 具 紧 
全 .不 然则 存在 列 {;} 己 卫 ， 使 suppPpj 位 于 |x| 之 1 中 ,j=1， 
2,.…9 且 1qy) = 1。 这 与 在 8 中 gj 一 0 矛盾 。 反 之 ， 设 fo 为 紧 
台 分 布 ， 则 至 少 存在 一 个 并 E #'， 使 在 DD 上 7 =f,。 率 实 上 ， 
对 任何 pE 及 某 个 aE 喇 ， 只 要 在 suppf , 的 某 邻 城中 e = 1， 
可 令 太 0) = 六 (ap)， 由 于 站 在 中 稠 ， 即 得 所 需 的 了。 这样 确 
定 的 f 与 4 的 选择 并 无 关系 。 因 车 PEDD 且 在 suppf ,的 某 邻 域 中 
p=1， 则 suppta 一 有 人 suppfo= 好 ， 故 有 

fap)—f to) = tap)=0, 

即 f olag) = fotBg)。 总 结 以 上 讨论 ， 得 如 下 定理 ， 

定理 10 2 是 其 紧 合 的 分 布 的 空间 。 

最 后 考 虚 台 羽 会 一 点 的 分 布 。 

定理 11 设 分 布 的 台 仅 滞 一 点 *。， 虽 有 了 唯一 表示 


f= 了 CaOdCx xX,), (3) 
mm 为 与 有 关 的 非 负 怠 数 ，c。 都 是 常数 ( 实 或 复 值 )， 在 点 %6, 的 
Dirac 测 度 5(x 一 % 0 如 下 定义 
(Bx — x0), PA = (Ro) 
(O85 O20), PRI) = 1) pro) 
证 不 妨 取 x。=0。 为 证 唯一 性 ， 把 (3) 的 两 边 作用 于 x* 
得 
frr) = efGRSXE) = (—1) csh!, (4) 
故 c% 唯 一 确定 。 为 证 表示 式 (3) 的 存在 性 ， 注 意 f 忆 为 有 限 阶 
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广 画 。 座 其 阶 志 mm。 由 推论 5 知 ; 当 # E 5 是 0°%(0)=0(lal 专 
m)， 即 有 f(w) = 9， 特别 取 


$x) = 0%) — orp(0), YoED, 


于 是 由 /(%)= 0 得 
fg = DP PPV f= (De erdrp(0). 


1 1 写生 1 宇 上 安 情 


这 里 用 到 (4)。 由 4 测度 的 定义 即 得 (3)。 


2.3.3 分布 的 卷 积 
当 f ,gE KCR") 时 ， 它 们 的 卷 积 1*g 如 下 定义 
(fr {%) = f(x- $89)dy 
县 有 fj:9=g*f EL(R*)， 把 上 式 两 边 作 用 于 PE€ 卫 得 ， 
(fFP) = 人 ez [fCx— 9px)dy 


= [owas |x— rox) dx 
= eay|reoecx + y) dx. 


假定 积分 顺序 可 交换 。 上 式 可 改写 为 
frg,p) = Cg) CFE) PE + yy) 
= Of Cx), px + YY, 
为 避免 积分 收 第 性 讨论 ， 假 定 分 布 及 g 中 有 一 具 紧 台 ， 
和 例如 supPj = 开 为 紧 集 ， 册 可 定义 
(fg) op) = (fg, PN+ Y)). (5) 
为 证 明 上 式 右 边 有 意义 ， 注 内 f 的 9g 的 台 售 于 EK x R*, i 记 suppg 
= 有 4 赔 由 (3) 右边 应 有 (x,>) EKxR?, %T3EA 邯 
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(x%,Y) ER x(A 一 太 )。 因 开 x (A 一 下 ) 为 有 界 集 ， 攻 (5) 的 右 
边 有 意义 。 也 可 改写 (5) 为 

Cf p= FT)G9g0y)，adtx)OCY + yy)>， (6) 
渤 中 aE 避 ， 且 在 下 的 邻 域 中 a =1。 

四 (5) 知 有 fj*9= ge 了 

定理 12 设 /€ ,gE€ DI， 加 存在 frg€D'， 且 

suppf*gc-suppf + suppg. (7?) 

这 里 集 和 为 向 量 和 ; A+B={%w+y: VxE, yyE€EB}. 

证 f*9 作 为 线性 泛 函 存在 性 ,由 (5) 右 边 有 定义 而 得 证 ， 
剩 下 须 证 f+9 的 连续 性 。 当 ww 症 有 界 集 3 忆 避 中 变动 时 ， 则 
aCx)plx 二 + 少 ) 在 DD(R" x R") 的 有 界 集 中 变动 ， 这 时 (6) 有 有 边 的 
数 集 为 有 界 集 。 因 (6) 的 右边 等 于 (5) 的 右边 ， 故 f+9 在 D 的 有 
界 集 上 有 界 ， 搬 2?.3,1 征 竺 2 ， 太 9 为 连续 线性 泛 函 . 

为 证 明 (7)， 注 意 suppr + supp9 为 闭 集 ， 其 余 集 日 为 开 
集 ， 故 贷 证 ， 当 pw EDCQ)， 妇 有 《fs9,9> =0。 因 

supPpPX Ft CNR ys: (x 9 ER x R*, x+yEN}, 

而 stpp f(x) @ ogy) = Supp fx Supp 9CTCX 3 )e YE 
snppf t suppg, (X,Y) ER+xR"), ONCsuppf+supp 9) 
= 六， 鼓 suppg(x+y) 站 suppf@g= 侣 ， 时 (5) 知 有 《+*9g, Pp》 
= 0, 故 [77 成立 。 

请 地,9g 为 分 布 ， 至 少 有 两 个 属 呈 / ， 则 可 核验 

Cf rg hp) = f(rh) ,mY 


= ,g(x + y+ 2)}, (8) 

对 任意 分 布 ED'， 总 有 
je = O67)= (0"6).f, 《9 ) 

著 FE ee，3gE 了 7， 则 有 
a°(fag)= (0°f)g= f(g), (10) 
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定理 13 设 fED’， 则 对 任何 2 ED， 有 f*aEC*， 
证 ”这 a(x) =<f (3), atx— y)), 有 9°0(x) = 《f(y), 
DB a(x 一 J)》， 故 VEC"。 男 一 方面 ， 对 任 一 个 PE€DD， 有 


Cfra)(g) = fy) a(x p(x + ydxy 


= C9), [ol ~ pe) dx) 
= Px) ar—y)) 
二 cpr fv oxo yy 三 《日 把 》 » 
故 fwa =8EC*， 
特别 取 列 {4 闻 二 DD， 使 在 D' 中 ay 一 6， 例 如 
「 Arerp- | x < ; 
G(X) = 
\ 
且 4 取 得 使 Jay(x)dx=1。 则 有 


fway 一 f {在 D' 中 )， (11) 
而 称 为 分 布 了 的 光滑 化 列 。 于 是 得 
定理 14 也 在 妃 ' 的 弱 哲 扑 下 为 稠 集 。 
卷 积 还 可 用 以 讨论 函数 或 方程 的 解 的 光滑 性 ， 设 PC(9) = 


2 0a9 为 常 系数 线性 微分 算 子 ， 则 卫 的 基站 解 了 定义 为 方 


0 ， 1x 1 了 


程 
POCO)F = 06(x) (12) 
在 也 中 的 解 ， 印 了 人 也 使 下 式 
《了 有 (一 @)o》 =《GPpy》 
重 二 29 站 


对 每 个 PEDD 成 立 。 下 也 称 为 相应 方程 PC9)w = 0 的 基本 解 。 例 
如 ， 多 重 Laplace 方 程 
A = 人 0 
的 基本 解 具 形 
下 (13) 
事实 上 ， 注意 六 EL 人 ss) = 人 故 有 
AFp. n= Fp. ny 
邵 可 递 扒 求解， 由 于 算 子 入 有 球 对 称 性 ， 自 然 考 虑 解 为 * 的 画 
数 ， 为 此 先 解 方程 


A = fr) + el fr) = g(r). (14) 


令 f7(r) = hr)， 得 一 阶 方 程 ， 于 是 可 得 (14) 的 解 为 
fmD = 人 estolao ja (15) 


已 知 (可 直接 核验 )F ,= Bar-"(n>2), Fi, ,= 4 slnr， 
放 由 (15) 可 逐次 算出 (13) 的 一 般 结果 

Re (BE, ar :~", 当 #* 为 奇数 或 # = 2 >>283 

wm {a nT nr 2 
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注意 当 2 之 rn 时 ，F mwEC2kre (Rn). 

定理 15 若 布 分 /的 所 有 弱 导 数 都 属于 某 加 定 的 CC?)’, 则 
f 为 CC 区 数 。 

证 只 须 考虑 suppf 汶 紧 集 的 情形 ， 因 一 般 情形 可 利用 单 


位 分 解 化 为 这 种 情形 ， 了 = jayf. 记 g= 入 *f， 则 /可 用 入 
Ej 
的 基本 解 豆 表 为 
= 了 0， (16) 
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事实 上 ，7 一 G = (CAP):= FeAtf= 下.g， 取 8 使 2k 一 n 一 
1 字 ft， 则 六 EC” 内 9 = AsECC) ， 南 分布 

f= Fg=t90y), P(x— y)> 
为 了 前 连续 函数 { 对 照 定理 13)。 同 样 得 知 /的 每 个 弱 导 数 为 连 
续 沙 数 ， 故 EC"., 

定理 16 设 FE 也 '， 若 对 每 个 gaEC8 mi 固定 ， 总 有 aeE 
C“， 黄 FEC”， 

证 ”到 # ED， 使 在 R* 的 某 堆 元 售 域 中 及 = 1， 对 充分 大 的 
中 在下 Et 有 supphF 为 紧 集 。 记 

AF(hF)= 6+p. 
最 然 听 ED。 村 是 83= Ap) 一 四 故 有 
f=0f = AAFCAF.f)— pl, (17) 
了 到 kR 使 49=hFE Cm， 即 知 f EC*， 

注意 定理 16 也 可 用 (16) 证 得 身 一 方面 ， 定 理 15 也 可 利用 
(C17) 而 得 。 

定理 17 没 9E€C (0)， 和 介 为 R"? 中 开 集 ，f 为 方程 和信 *f =g 
在 如 中 的 分 布 解 ， 则 f € C*(2)。 

证 ”只 须 考 虑 4 为 有 界 集 的 和 情形， 一般 熏 形 可 利用 单 位 分 
解 。 对 只 的 作 一 开 子 集 o， 只 要 o 一 纪 ， 取 点 Y = 0 的 充分 小 邻 
域 玉 ， 使 oo 一 政 性 中. 设 ED( 玉 )， 且 在 Y=0 的 菜 邻 域 中 
有 =1， 加 AF#A 人 AY 在 2 上 仅 底 频 于 一 玉 上 的 A*f， 事实 上 ， 
考虑 一 般 情形 SS 了 了。 设 supp3S = 4 为 紧 集 ， 凡 须 证 兰 在 2 ,一 4 
中 = 9， 其 在 名 中 S*7 了 =0。 到 pED(CGQ)， 则 supp w(x+»y) 
不 与 supp3S (Cx)T(Y) 相 从 ， 因 车 不 然 ， 即 在 在 一 点 (x ,»)， 
+yEN， xXE A yO 一 A。， 这 是 不 可 能 的 ， 故 
{S* 了 Jp = 8 了。 这 宕 明 35:T 了 在 仙 , 上 仅 依 赖 于 侣 ,一 4 上 的 了 , 故 
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和 857 可 摘 为 9。 由 于 
RCR 了 ) = 下 FE = hPag, 
再 应 用 (17)， 知 EEC”. 


2.8.4 分 布 的 Fourier 变 换 
对 于 任 一 急 降 函 数 pES， 其 Fourier 恋 换 ") 
Prol=0 i) {p(x)e-trtdy, xé=x E14 Xan 
总 是 存在 的 。 设 P(9s) = 于 oo0” 为 带 系 数 线性 微分 算 子 ， 


则 有 (读者 可 自己 验算 ) 
Pa P(EY = ELP( 一 19p(xz)]， 
FLP(O g(x)] = POE) PE). 
由 这 些 公式 可 抠 知 多 (8) ESCR,)， 基 P(E) 为 急 降 丁 数 . 
在 经 典 分 析 由 已 得 到 Fourier 变换 (以 后 简称 下 变换) 的 反 
转 公式 为 
rel= 20)" | wo!"tdé. 
直接 计算 表明 ， 若 wp 在 S 的 有 界 集中 变动 ， 则 F[pI3 及 
严 -:[p] 也 在 $S 的 有 界 集中 变动 。 故 环 为 由 S 到 S 上 的 括 扑 同 
构 。 此 外 ， 在 工 ;(Ra 中 有 
‖ Ce 了 人 = 蕊 2r 3 el. 
这 是 著名 的 Parseval 等 式 ; 一 般 有 
CF,9)= 27),g), 


“有 些 书 中 也 采用 其 它 等 价 形 式 ， 询 如 严 [P 一 1PCx)efzsdx， 等 等 . 


<f ,9}= {fcx) g(x)dx, (18) 
其 中 f,gELK,(R")。 由 此 可 定义 分 布 1 的 下 变换 f 如 下 


CF ,P= 2) py, 时 六 反思 {19) 
有 时 为 消去 因子 (2x}*。 也 可 等 价 地 定 关 为 
CF ,9) = <f， 从， 《19 ) 


定理 18 下 :7 一 个 是 S7 到 S7 上 的 拓扑 同 构 
这 是 瓦 为 S 上 白 折 局 构 的 对 偶 结果 。 
对 于 任 一 务 布 有， 也 成 立 如 下 公式 : 
PCO) F = FLP{ -ix)f]s (20) 
FLPCONFI = POE) F C21) 
事实 上 ， 和 由 于 这 些 公式 对 p E 万 成 立 ， 故 有 
POCO) Ff, OY LF, PC- 0D) = (97) ,Pix)g) 
= 2)" PC in)f sp) = 《RFLPC 一 ix)7， 介 》、 
由 9 的 任意 性 ， 知 {20 成 立 。{21) 可 闫 们 验证 。 上 式 中 瑟 由 P 
对 系数 取 复 共生 而 得 。 
容易 核验 下 列 诸 公式 ， 


Lo]= js FL1J= (27)"0(8) (22) 
FridCx— A =e trey 
Fre ths] = {20) "0CE— Ah) (23) 
FEP(on)G] = PiS)s 
FIPCO—ix)d] = (275)" P90)6(2), (24) 


定理 19 [DJ]=2， -1[2I]= 卫 ， 呈 及 广 "! 为 D 与 2 闻 
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的 拓扑 同 构 。 这 里 书 = LjZ(o) (出 2.2,1 例 3). 

证 设 pED， 则 变换 可 延 折 为 Pourier-Laplace 变换 
( 即 § 可 延 拓 为 复 变量 {=&+ i EC") 

ye) = Figl= pz)ertztdx= [p(x)e sterrdu. 


因 suppm 含 于 某 闭 矩 热 
G(a) 一 1x， 1 让 < 于 = 1 
内 ， 故 有 
erg = 人 ease(x)dx|<<Ckec C0°) 


这 表明 ¥(5)EZ(la).， 显然 映 久 (qa) 中 有 界 集 为 2(a) 中 有 界 
集 ， 故 为 连续 映射。 汶 证 玉 映 下 (9) 到 Z(0o) 上 ， 对 任 一 
ZC0)， 定 义 p(x) 如 下 : 


px) = (2r)-" [p(s:ds 
= CD | .GE+ fn)et Ti+ dE, 


积分 域 的 于 移 是 容许 的 ， 因 由 2.2.1 例 3 式 (*)， 可 对 每 个 5j 应 
用 Cauchy 积 分 定理 ， 具 要 取 #># 即 可 , 选 ny = 一 Gysgnxy(j = 
1,-" 8)， 得 
Otp(x) | EB le le rte, 

著 对 某 个 7 有 jxjf|>aj， 则 当 6 一 ceo 时，p(xy)] 一 0。 南 有 oE 
Ka)。 由 素 知 为 KK(q) 到 ZCg) 上 的 双 射 。 显然 F“! 也 是 连续 
的 。 定 理 证 毕 ， 

定理 20 整 函 数 (E) 是 台 合 于 球 $4= 1%， 1x| 多 4 的 分 
布 1 ED supprcSa) 的 Eourier-Laptace 变 搞 


FOE) = | fs)ertzedyx， E = 二， 
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当 且 忆 当 ， 对 基 常 数 C 政 如 有 
[FC TECO + | 人)e409 ， (25) 
FE5) 时 站 ED(SA) 的 Fourier-Laplace 堂 撞 ， 当 呈 权 当 ， 对 答 
个 正 整 数 久 ， 存 在 常数 Cw>0， 使 
[FC IECw(1+ [El) Nea'nl, (26) 
证 先 证 (25) 的 必要 性 。 由 2.3,2 定 理 7? 知 ， 对 紧 台 分 布 
了 ， 存 在 整数 & 汪 0， 使 
(hole Do nl) ¥ mE DSS (27) 


另 一 方面 ， 对 紧 台 广 表 了 可 证 
PE) = Cf elty. (28) 
事实 上 ， 服 E DCR?), 使 在 Sa 上 =1， 出 有 
CF ,P= (2r)eCf py》= (2r)a(F oo》 
-CD [pe et "tdé = | Ff verstyds 
= Ctf ,etty, Py, YYw€ED, 
天 (28) 当 f =E 时 成 立 ; 它 显然 可 延 折 对 5 = 5&+ 当成 立 。 瑞 在 取 
x)EC*(R')， 使 
『 oo 1 
hx) = | 1 x €{- ,了 
to, x El1,ce)， 


则 函数 
Pex) erth( el tis| — .A)) 
属于 DD ， 且 在 Sa 的 某 令 域 中 重合 于 e!**。 于 厦 由 (27) 及 (28) 得 


IF OO = fe EC TT maxldge(x)|, (29) 
不 E33 


il 二 
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因 在 suppge 上 上 有]x| 志 4+ E51 !， 邦 结合 (29)， 即 得 (25)。 
{26) 的 必要 性 由 定理 19 证 明 中 的 式 (*) 推 出 。 
《26) 的 完 分 性 也 由 定理 19 给 出 。 
为 证 (25) 的 充分 性 ， 注 意 由 (25) 知 也 ES， 故 对 某 个 了 E 


S/， 有 = 了。 设 pE DD， 并 具 人 性质， 
[etdx=1, p00 suppo= {x 13| 雪 1 


这 种 p 当 然 存在 ， 例 如 取 p = p(x3-4;1,1)， 并 选 4 使 得 vd 
=1. 记 
_ fx 
ge) ep (FE) (30) 


则 整 函数 请。 了 =- P。F 满 足 形 如 (26) 的 估 式 ， 但 换 4 为 4+s。 于 
是 有 
supph ip FICS Ass 
但 PF 一 (es 一 0)。 事实 上 ， 记 y= cx， 有 
个 -# -1 ir 
p(s) = [v(x)e! ‘dx=|: p(X)eiridx 


= wy)e ridy— jecy?ay =1 【er-*0)， 


故 当 es 一 0 时 ， 天 -49 严 ]= 了 -1[F]=f， 于 是 得 suppf Sh. 
定理 证 毕 。 

最 后 证 明 关于 分 布 着 积 的 严 变换 的 一 个 结果 。 

定理 21 设 答 试 空间 四 具 性 质 ， 若 pw E 咏 ， 则 FP 及 (一 x) 
都 属 四 ， 且 和 容许 连 续 平移 ， 即 对 任何 hER"， 算 子 rp: P(X) 一 
(x+ 及 映 甸 到 四 且 当 | 且 志 1 遇 关 于 一 臻 有 界 . 记 = [1]. 
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若 gE 罗 /为 函数 型 广 本 且 为 四 上 蒋 子 ， 则 了 = 下 -1L9] 为 四 上 郑 
子 ， 即 ， 对 任 一 PE 罗 ， 玫 rp 全 日 f，FP 一 了 9 为 连续 映射 ; 而 
对 性 一 广 函 f, E @/， 总 有 
FLfef = 了 .六 (31) 
证 先 证 ] 为 四 上 卷子 。 对 任 一 PE ， 记 B= 加 有 
FILrpi=erniyp(t), 
两 由 FEg.j=yi 有 (2x)™ pi = FEW'], ml 为 V1 的 复 共 新 ， 等 
别 取 gp | = Tag 由 上 上 式 得 
(2a)* rnp = Fle {rip(£)), (32) 
结合 分 布 户 变换 定义 及 (32)， 有 
fp = reg = (2n) "Cf, Fhe tt (ED) 
= C25) "ge 和 (的 = C20)" |9(&)e-!* ss)dE, 


期 
(fo) x) = 2) -Fig Ix) = FTg W(x), (33) 
因 g 为 图 上 和 飞 子 ， 放 g 六 WE， 于 是 (33) 的 右边 属于 罗 。 由 (33) 
还 可 得 fw 关于 9 的 连续 性 。 故 为 丁 上 卷子 ， 利 用 (33), 容易 
得 到 (31) 
CFLfsf 的 = 人 fy FE $I) = (C2)°(f,, fp) 
=(f,, Frog$])= {FF,, 9%)= (gf, $B) 
” 注 2 2.1 一 2.3。 的 主要 参考 书 是 
上 ,Friedman, Gereralized Furctions oand Paoartial 
Differential Equations, Chap., 1 4, Prentice Hall New 
Jefsey，1963 
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HM. MT 下 em 中 as yu TT, E, luxos, OOoGweénnue 
Dynryguy, Bunyer 2, Ta. 1—3, Toc, Vian,, Mocrpa, 1958 
本 章 厦 重 于 广 男 理 论 。 关 于 广 本 计算 及 应 用 ， 训 参考 下 列 诸 
书 ; 

J], Arsac, Fourier Trausform and Theory of Distri- 
putions, Prentice Hall, New Jersey, 1966. 

H,J.Bremermann, Distributionms, Complex Variables 
and Foyrier Transformation, Addison- Wesley, Massa— 
chusetts, 1965. 

盖 尔 方 特 ， 希 将 夫 ， 广 义 函 数 ， I ， 科 学 出 版 杜 ，1960， 

BA.H., Zemanian, Disiribuiion Theory and Transform 
Anal ysis, McGraw—-Hiil, New York, 1965, 

SIAMT Appl, Math, 15 (1967} 927—1110, Appl. of 


Gen, Functions, 


2.4 广 耻 的 乘法 


广 遂 一 般 不 能 相 乘 。 但 由 于 找 术科 学 以 及 理论 物 理 的 需 
吏 ， 近 年 来 出 现 了 各 种 的 广 画 屁 法 理论 。 这 里 作出 初步 介绍 。 


2.4.1 量子 场 论 中 的 广西 线 法 


如 寻 说 量子 力学 具 用 型 Dirac 测度 的 蔽 积 , 那 末 ,在 量子 场 
论 中 就 要 用 到 较 一 般 分 布 的 屠 积 .例如 见 : 了 . Ishihara, H. 
Yamagata, Proc. Japan, 丰 cad, 38(1962) 327—332,333— 
338, 339—340; S.S.Schweber et al., Mesons and Fields, 
Mcad Press, New York, 1955, Yol, I, Chap, 9, $1. 

这 里 当然 不 可 能 深入 量子 场 论 中 的 乘法 问题 ， 但 为 了 初步 
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了 解 这 个 问题 的 音义， 不 妨 简单 地 考察 一 下 因果 丽 数 的 乘积 。 
由 描述 = 介子 运动 的 相对 性 波 劲 方程 (所 前 的 Klein- 
ordon 方 种) 


2 上 2 2 
= HX N,N) 

作 Fourier 变 换 得 

(ptpItpit pstm) up)=1, 

P={pn,b1, bs, bs)s 

td {Pp)= aC we Pax, N= {KosN1 Na a) 

(XP)=% Pu— xp bs— Xats. 

孙 数 (i 记 P’: = pi-pi— pi pp:) 
DeCx) = (28)- ‘fo CpYers map= (2x)- dp 


即 称 为 人 lein-Gordon 方 程 和 的 因果 省 数 或 Green 了 函数。 
显然 ，S(%x) 为 发 裔 积分。 通常 改写 为 


Dow) = C2 ei ‘= D(Cp)dp, 


DeCp)= lim ; 


1 

一 昌 m*— pp —ie 
上 述 极限 在 广 汕 音义 《 坟 意 义 ) 下 理解 ， 而 位 试 空 间 则 取 为 
Schwartz2s /als, 

在 考 处 x 介子 的 相互 作用 时 ， 可 家 为 四 准时 空 RR* = 1x,， 
x ire) 中 由 点 * 人 r=1 9) 及 联结 任 二 点 的 有 向 线 世 ! 
作成 的 图 象 C， 在 构造 所 谓 色 散 和 矩阵 时 须 作 积 
"，139 。 


直入 fx 一 x49)， C1) 
APx)=PADID (x), D= 了 9. 


这 里 二 为 有 向 线段 的 总 煞 ， 己 :() 汶 基 些 微分 内 项 式 。 为 了 计 
算 广 画 的 溢 积 (1)， 物 理学 家 采用 正规 化 方法 {例如 见 : 
BoronmGoe, Jlapacmn, Acta Math 97(1957) 227— 266), 


而 利用 关系 式 


mB em do, 
于 是 可 长 写 De(Cx) 为 
D(C%)= lim ja | em a (2) 


X= NX 


在 得 到 上 式 时 ， 曾 利用 公式 


四 +b 
[er etd 1+i Ve 
: 2 3 中 


算出 


: 2 
开 
je +itr pydp= Te 4 


由 (22 知 奇人 性 出 现 于 < = 0。 作 正规 化 


[Rs = dotPCO) 


x) TCa) giacpt mtr) do} (3) 
其 中 导 为 PP 中 的 任 一 个 ， 而 
看 140 时 


下 
了 (ea)]= 1 十 ose it， 
$= 1 


上 有待 适 当选 定 ， “4 与 末 ; 则 满足 代数 方程 组 
f 
| 工 十 ey=0 
i=! 
142 十 kb (4) 
FR 1 Eel NM tk- 1) =0, 


使得 a = 0 为 1(a) 的 R 重 零点 ， 以 保证 | 人 A(x) 存 在. 为 证 明 
ASs(02) 在 3 中 弱 收 敏 于 Ac(x)， 取 定 上 jj， 使 


至 1 ET 1 
A 0, 
| 3 tk—1) 2 [ 了 
TE 
f yf” = 060, v3 


| d= 1 ， 1 
1 a y= 0,1,-." sR—1 ‘ 5 ) 


er 
了 


有 了 唯一 的 非 零 解 《ef 0 p=0,],.… 8—1, 令 人 ,= 
Mss 1=1,° sk, 由 (和 C52) 中] 得 ，; 


基 一 了 ) 请 gp 
二 tp 7 一 T 天 
Ci 二 了 三 工 
+ 2 (Gg) 了 ss 
Pet { 


放 当 峙 一品 时 ，1cy| 太 CC,C 为 某 个 常数 ， 于 是 对 任 一 个 E35， 
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可 估计 其 
{TTA A joc)ds = of Abpea 
了 = 1 
4 (Mj-m? 了 


A&Cxz)= e ， 
但 由 Parseval 等 式 及 ebesque 引 更 知 当 必 一 oo 时 有 ， 
{A894ds= POP) Vp) ca 


dx—0, 


-i (Mj-m?) + tim 
«| 


因 cy 剖 有 界 ， 故 当 骨 一 co 时 ， [ACCX) 在 S' 中 收 仑 于 人 5(%)， 
定理 1 ”对 积 (1) 的 每 个 因子 按 (3) 作 正规 化 ， 则 当 由 一 


LL 
时 ， 开 [ 灾 gz 97 二 xD) 在 3 中 有 弱 极 限 存在 ,而 可 作为 各 


(4) 的 定义 。 

证 “只 须 对 二 = 2 讨论 ， 因 5 为 空间 ， 故 5 7” 为 弱 完 等 的 
( 见 2.1.1 定理 5), 所 凡 只 须 证 明 。 对 任 一 9pES， 数 列 
《让 IAFCRI, p(x)) 政 化. 但 由 于 S 为 用 空间 ， 而 为 可 分 空 
同 ( 见 2,1.2 定 理 11)。 今 证 S57 为 半空 间 , 对 S' 中 任 一 有 界 列 
1f4}， 在 S 的 可 列 稠 集 {ms} 上 ， 用 对 角 线 方法 可 得 收 馈 子 列 
1¢f1,9)}, 这 里 gp 为 列 {97} 中 任 一 元 。， 事实 上 ， 由 1<fy,%1>| 
<<C ,及 实 或 复数 域 上 有 界 集 的 相对 紧 姓 ， 知 有 子 列 《f 11,91》， 
<f ss p10 … 为 收 黎 列 ; 同 祥 ， 出 于 fy Pa 可 得 
收 敏 子 列 {f ypay} 如 此 物 井 下 去 ， 即 得 列 和 人 fy}, 不妨 仍 
记 为 {1F 对 {gj} 中 每 个 元 9 ,， 使 { ,gy)} 当 1 一 2 时 收 合 ， 
但 {pw} 为 S 中 特集 ， 政 也 在 每 个 $1 中 和 ,这 里 S$; 是 S 依 范 |e 上 hi 
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苞 先 省 化 ， 叶 一 方面 ， 因 {<f ,pp 有 界 ， 据 2.1.1 定 理 4 牙 定 
理 3，。 力 按 茶 范 | 上 ;有 界 。 今 证 {fj} 对 每 个 PES; 收 合 ， 不 退 
内 就 收 侣 于 零 素 讨论 。 因 二 和 证 在 Sy 中 移 ， 对 任 一 E51 及 2 计 
0, 有 {pyte)}s 使 

lp—wpr ls < 


这 里 访 是 生生 在 Si 中 按 范 1 用; 的 界 
Hs sup ,If sp)1 EN, 


取 7j 充分 大 ， 使 15F ,wiry>| < -Yj 之 fo， 于 是 有 


ICFs = fy Pe) + Cfy sp — Pity)| 
< 二 + Nir= 已 9 
故 {f 确 戏 每 个 pES; 收 第 由 S51! 及 S' 的 完备 人 性 知 极限 了 < 
SiCS+， 即 S57 六 半 空间 。 


因此 ， 为 证 列 1<ITT TA 人 FCx)，q(x))} 收 傅 ， 具 须 证 这 个 列 


对 型 一 至 有 界 ， 这 里 M = 。 但 这 是 显然 和 的、 因由 


‘IH AR yr)P PP Cp) pd 


x [To)T (a) a eg, 
据 %(p) 的 急 隆 性 反 Lebesque 引 理 ， 知 上 式 对 S 的 有 界 集中 的 
p 关 于 几 为 一 敏 有 界 的 。 定 再 证 明 完毕 。 
注 1 ”关于 因果 函数 的 乘积 问题 ， 近 来 仍 有 讨论 ， 例 如 见 ， 
了 4 和 。 


G,Braunss R,Liese, J,D,E,, 16(1974) 399—412,25(1977) 
145— 147} J3.K,.Thurber, J .Katz,Lecture Notes in Math, 
V.369, 1974, 272—302, 

诚然 ， 定 理 1 给 出 了 某 些 广 落 的 蒋 积 ， 查 只 限于 因果 函数 
型 的 广 函 。 所 以 下 面 还 要 作 一 些 较 一 般 的 讨论 。 


2,4.2 结合 性 夕 法 的 不 存在 性 

在 讨论 一 般 广 函 的 乘法 问题 之 前 ， 有 必要 注意 到 一 个 否定 
的 结果 (LL. Schwartz, C.R.,Paris, 239 (1954)847—848), 
即 ，D' 上 不 存在 具 结 合 性 前 科 法 运算 。 为 了 严格 证 戎 这 个 结 
论 ， 先 证 明 几 个 引 理 。 

引 理 1 设 吾 为 定义 于 实 轴 的 广 肖 空 间 ， 而 包含 连续 函数 
空间 中,， 则 三 上 不 存在 乘法 运算 ， 使 下 列 性 质 同时 成 立 ，1 结 
合 性 $ 2) 在 吾 , 上 归 为 道 常 民法 ; 3) 上 中 有 单元 1 3 人 有 元 % ! 
及 6 与 9， 本 x "1x=1， x6=0, 

证 尘 具 上 述 四 个 性 质 的 乘法 运算 存在 ， 必 引 玛 了 矛 十 如 
Fs 

DO=x x6) = XI 3= da0. 

引 理 2 记 恕 1 = C*(R!)， 并 设 E ,CB， 若 上 定义 有 张 法 
运算 而 具 性 质 ，1? 有 单元 1 2) 在 五 ,上 归 为 通常 民法 ; 此 外 ， 
若 在 上 上 还 定义 有 微分 运算 面具 性 质 ，a) 在 及 ,上 归 为 通常 微 
分 运算 ; 5) (19) = 了 9t+f9'， 则 当 记 f=x(ln|x| 一 17 时 ， 
有 

frx=xf”=1 即 fo 
证 容易 计算 
frxw= (fr) —2f x — fx = (fx)*— 2f’, 
但 (fx)" = 2f tx， (fx)*=2f' +1, 故 确 有 f*%= 1 类 似 可 证 
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如 一 了 

引 理 3 ”车 达 一 五 。， 用 忆 上 有 屁 法 运算 及 微分 运算 ， 具 引 
理 1 及 2 所 述 性 质 ， 则 万 中 不 存在 元 6 志 0， 使 *9 = 0， 

证 ” 若 不 然而 有 6 点 0， 使 = 0， 则 取 x* 1 = f7，7 如 引 理 
2 中 所 述 ， 由 引 理 1 及 2 即 得 矛盾 。 

定理 8” 在 分 布 空间 D' 上 不 存在 具 结 合 性 的 乘法 运算 ， 

证 显然 有 万 一 瑟 。。 且 如 上 微分 运算 具备 引 理 2 所 述 性 
质 ， 同 时 引 理 1 中 性 质 2) 一 3) 古 必然 的 。 些 外， 指引 理 2 知 对 
有 道 元 Xx"! = 了 "存在 车 D' 上 存在 其 结合 性 的 习 法 运 算 ， 则 


因 D’ 


Jd? 
x CErlx!)= (x|x|)—2 lx | 


-2 本 yx | 一 2_9_4x1 = 了 ， 
x 


dx od 


故 由 引 理 革 知 引出 了 矛盾 ， 

尽管 定 还 2 否定 也 ' 上 结合 性 习 法 运算 的 存在 性 ， 但 对 
于 特殊 类 型 的 店 画 乘法 及 韭 结 合 性 苹 法 或 其 它 类 型 冬 法 运算 ， 
并 非 是 完全 不 可 能 的 。 正 如 KSnig 在 Math. Ann， 128(1955) 
420 一 452 中 所 说 ， 可 建站 多 种 的 广 函 弱 法 体系 。 问 题 在 于 是 桔 
符合 物理 实际 。 

.现在 附带 讨论 有 限 阶 分 布 与 适当 光滑 男 获 的 乘积 问题 。 为 
简单 计 ， 仅 以 一 纵情 形 为 例 。 

没 定义 于 有 限 间 朵 [a,5] 的 分 布 F .为 通常 的 m 次 连续 可 缠 
函数 (也 可 称 ,为 一 中 阶 和 分 布 )， 记 所 = fA。 若 / ;为 m 阶 分 
布 ， 即 f。 = 下， 这 里 下,(x) 为 定义 于 Ea ,8 的 连续 沙 数 ， 则 
积 f ,ff ;可 如 下 定义 : 
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下 = 十 全 
ms 

+ CD IF tt DF,. 
中 


{6&) 
事实 上 ， 上 式 右边 每 一 项 都 是 [6,85] 上 的 分 布 ， 故 其 代数 和 亦 
然 。 例 如 ， 分 布 (7 六 ,) m1] 如 下 作用 : 
FR 天 (和 gy =, pny, 
ypEDEa,b]), 
由 于 各) 天 为 连续 函数 ， 上 式 右边 有 意义 。 
在 开 域 :或 无 限 域 ! 的 情形 ， 可 对 7 中 任 一 间隔 Le, 8]， 用 
了 [4. 四 记分 布 1 ED’ (TD) 在 [a,b] 上 的 缩 射 ， 即 ， 对 任 一 pED 
(La,68])， 使 (f ,9》= Fire 9》。 若 对 DC 让) 中 任 二 分 布 方 
及 7:， 它 们 在 任意 间隔 [8,8 二 J 上 和 的 缩 射 f is 5 及 了 Ta 2 
的 积 有 定 尽 ， 加 称 f ,ff ;在 i 上 有 定义 。 
容易 核验 ， 定 义 式 (6) 当 1 E 时 等 价 于 3,2.3 定 闵 5 4 
Cf fis gg) = (fi .9) 


=( 一 Dr| Fah Cx) ox) I dx. 


由 于 不 必 限 定 f ,为 滋 子 ， 定 义 式 (6) 当 然 更 广泛 些 。 由 (6) 也 不 
难 推出 公式 
Cf fo =f fa thf! 
且 上 式 左 、 右 边 的 三 个 乘积 ， 当 右边 二 积 之 一 有 定义 时 。 都 有 
意义 。 特别 当 信 x) E Cm 时 ， 可 得 结果 ， 
Hw) = 有 076(x)3 

hiro tm x) = 在 (0 mr mi Od mT x) 
t+ nm 0)dx), (C6) 

关于 有 限 阶 广 洛 的 乘积 ， 有 较 多 讨论 ， 匈 
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Kong, FH,, Abh, Bayer, Akad, Wiss, Math, No, 82 
(1957), 805, 

Itano, M., Hirosh Math, JJ 8 1975)365—373., 

Fisher. B., Math., Ann, 203{1973) 103—116} Math. 
Nachr, 10871982)117— 127., 

Guttinger, W., SIAM {App]. Math., 15 (1967)929— 
943. 

Bredimas, A., Lett. Nuovo Cim., 13:186 (1975) 601— 
604, 

K,Keller, Rep, Math, Phys, 14:3(1978)285—305., 

Kaminski, A,, Bull, Acad., Polon, Sci, Ser, Mattbh, 
Astr. 25:4C1977)369-—379., 


2.4.3 复 变 栖 数 方法 
近年 来 出现 的 各 种 乘法 理论 ， 各 恢 据 不 癌 的 处 理 途 径 。 这 
里 先 介绍 复 灾 画 数 方法 。 为 简单 起 见 ， 仍 以 一 维 情 形 汶 例 。 
先 作 一 些 也 备 性 的 讨论 。 
定理 3 蔡 FE 只 '， 即 1 具 紧 合 ， 则 函数 
f°) = (f/f 《71 


光一 


有 定 © 久 ， 且 在 z=x+iy 举 面 上 除 f 的 台 [2,8] 和 外， 为 x 的 解析 陶 
数 ， 当 z 一 = 时 ， (2 一 D。 
注 2 ”六 (2) 称 为 分 布 了 的 Cauchy 积 分 ， 定 理 3 的 逆 不 成 


立 。 例 如 函数 ec 一 1， 除 z=0 外 ， 为 解析 的 ， 当 一 co 时 ， 它 


世 赵 于 零 ， 但 不 存在 分 布 FE ax， 使 Fr(z) = e 过 1, 事 实 上 ， 
若 有 FE gw' 具 所 述 性 质 ， 则 有 
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= Ta), 
jel 
证 是 


x 
f(s)= 2 a2 1, 
Ei 


而 以 * = 0 为 有 限 重 极点 ， 例 如 人 一 贡 ?0 为 本 性 坷 上， 
证 当 Imz= y 过 0 时 ， 故 ( 7 ,一 一) 对 所 有 


使 y 到 0 的 z 有 定义 ， 且 
9 fez) =lim Pt 
2 0 


= -lim 


去 Ho 己 一 = -sy ) 


1 1 
= 
也 存在 ， 故 f°(#) 当 Imz0 时 为 的 解析 函数 。 显 然 ，( f ， 
有 意义 。 豆 f°(z) 在 


[e,8] 外 为 z 的 解析 函数 。 当 z 一 ce 时 ，z 一 > 及 其 各 阶 导数 对 


站 


所 有 的 xEra,p] 一 致 趋 于 零 ， 


零 。 故 户 (z) 作 为 兴 上 连 污 线性 泛 函 也 当 z 一 ce 半 趋 于 零 。 


推论 1 记 六” (2 为 的 能 导数 Fi) 的 Canchy 积 分 ， 叶 
有 
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0 二) 


一 1 Tn 1 DO™ of zy 
P(r = f(z) 


2 "OX 区 一 之 


定理 4 若 j Er'， 加 对 任 一 个 8 ED， 有 
lim [fstie)—f x ie)]p(xjdx = (f,9). 
(C8) 


证 记 (7) 左 边 的 积分 为 1(z)， 它 显然 存在 : 


= 了 1 _ 1 
To = 动 | (Ge， Ex—ie LE 


_ 1 re 

= 下 (7 ,上 二 +61 r)pCx)dx 

= (Ff, (+ie) ~ gp (x—ie)). 
这 里 gC2) 海 px) 的 Cauchy 积分 。 上 式 中 积分 顺 座 的 交换 是 
合法 的 ， 因 7 及 go 部 具 紧 台 。 今 证 


lim .9” [opr (x tie)— g(x—ie)] = gp" (x), 
#0- 日 z 


n=0,1,°": {9) 
于 实 上 ， 对 任意 $>0， 可 改写 
人 
所 Die 
+ 圭一 入 十 ra M 
记 supp9 的 长 度 为 L。 因 |p(X) | 所 开 ,党 (一 co,x 一 息 及 (x +6， 
co) 的 积分 的 绝对 值 之 和 不 超过 2a4 上 Le/6*:， 不 妨 设 q(x) 取 实 
信 ( 取 复 值 时 ， 对 实 、 虚 部 分 别 估 计 )， 有 
* | 49 ， 


到 二 2ie ¢, oiedé 
je pe rs | ST 


za HE—x+ies 
= p(s ) {= 二 dz 


这 里 5 为 (x 一 5,x+9) 中 茶点 ， 而 全 则 由 联结 点 x 一 6 一 i 与 * 十 
6 一 ie 的 有 沿线 肛 及 卫 结 点 x*+6+ie 与 x 一 d+is 的 有 疝 线段 组 
成 .为 了 使 六 成 为 团 路 站,， 可 加 上 洪 从 x 一 6+1e 到 x 一 6 一 但 及 
内 x+6 一 让 到 < +S+ 认 的 相应 积分 。 这 两 项 积分 绝对 值 的 利 不 


超过 等。 但 


dz ， 
由 .= 271, 
了 其 僵 避 


本 9 计生 


了 =- 15—%+ie?| 


故 得 


< p( E+ 5, 


记 g(x) 在 长 为 26 的 区 间 上 的 最 大 变 卷 为 m(3).。 因 gED， 
limm(8) = 0。 所 px) 的 定义 知 1p(x) 一 p(5o)1<m(58)。 结合 


所 得 渚 个 计 式 ， 有 
[9° x+tie)— px—ie}-— ptx)! 


取 6 ei， 上 式 右 边 当 e 一 0 时 掉 子 零 。 因 所 有 信 式 不 依赖 x*， 敦 

oafx +icy gr (xi6) 一 玛 赵 于 p(x)， 类 似 可 证 (9) 一 般 成 

立 。 限 定 于 supp 上 ， 由 (的 知 p(x t+fE) 一 "(x 一 ie) 做 万 中 
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折 扑 收 伍 于 ?42xy7。 故 48) 成 立 。 
定理 5 设 i€ e"， 则 对 顺 时 针 方 向 绕 suppy 的 和 任 一 简单 
闭 曲 线 Cu， 有 


GD= 中 f° C2)dz. (10) 
证 记 suppf = 了 不妨 设 [ 为 -- 个 间隔 (有限 个 间隔 情 形 
可 类 似 讨论 )。 对 1 的 任 一 子 域 (a,5)， 有 
FD limf Cf x+ie) fe (x—e)ldx 


=lim| ,f(a)ds. 
Cire) 


这 里 肥 pEDD， 在 (9,5) Kw=1; Cle) 则 由 从 成 a +ie 到 8+ie 肪 
从 点 b 一 is 到 4 一 is 的 有 癌 线 段 组 成 ， 加 上 沿 从 6 一 is 到 a+ie 及 
从 b+is 到 Bb 一 is 的 相应 积分 ， 得 沿 闭路 C" 的 积分 。 由 于 f(z) 


的 解析 性 ， 它 在 有 界 城 上 是 有 界 的 。 对 给 定 的 5， 取 se 之 0 充分 


小 ， 可 使 刻 加 积分 的 绝对 人 小 于 9 。 结 合 上 面 的 极限 式 ， 得 


< 


【了 ,11 一 了 dz 
Kf Dp Ge) 
困 f°(2) 在 1 外 为 解析 函数 ， 帮 对 定理 所 述 的 任 一 闭路 C。， 有 
0 z= ) 1 dz, 
po fder $ .fd 
于 用 得 
kr,D=- 中 cas| <s， 


且 佑 式 与 无关 。 由 于 6 的 任意 性 ， 知 (10) 威 立 。 
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注 3 (10) 式 让 、 右 边 的 1 分 别 换 为 p(x) 及 pp'(2) 时 一 般 
不 相等 ， 事实 上 ， 


(sg) = lim | Lhe tie) ~ fe (xie)] 


x[Lop' (x+ie)— op {x— ie)jdx, 
中 f° Ca) 2)dz = 全 cp Cx tte Cx +ie) 


—f°(x—ie)p (x—ie)dx, 
它们 一 般 是 不 同 的 ，。 
上 然 会 想到 是 否 可 换 oa (2 为 多 2。 这 引出 如 下 的 考 感 ， 
定义 1 以 .w 记 整 函数 空间 ，.wM0<Bsso) 记 带 域 ”= 
12， |Emzl< 好 中 的 解析 琢 数 空间 * 显然 有 
一 A 
并 赋 以 出 兄 避 出 的 导 拓 扑 ， 在 后 一 包含 关 系 中 ， 万 对 实 变量 函 
数 证 论 。 
定义 2 以 Cs 记 顾 时 针 方 向 绕 给 定 紧 台 分 布 的 台 的 任 一 简 
单 闭 明 线 ; 以 Cs 记 实 轴 上 、 下 依 正 钠 进 行 而 与 实 轴 平行 的 二 
有 向 直线 ; 以 Ce 记 在 实 轴 上 、 下 各 依 正 、 负 向 进行 而 与 实 轴 
平行 前 二 直线 。 
定理 6 设 f Er"， DEM bs 则 对 任何 C$ ，, 有 : 


COE Li GD 


TT) 1 = a 1 9 n 
车 -Oo )， = ,1s .9€0( I ); 则 对 任何 C, 吴 
5b， 有 : 
p= | fg)dz, (12) 
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证 明 党 全 类 似 于 定理 5 的 证 明 ， 改 略 去 。 

下 曾 进 入 紧 台 分 布 乘 法 运算 的 讨论 。 

鳞 法 定义 1 设 / ,gE #'， 定 义 积 Dg 加 下 
(fgsp) = f° 2)0" (2) gz)d2, 


VEE pp: CCS,, 
这 里 C。 售 suppy 及 strpb3 的 并 于 所 国 域 内 。 

不 难 核 验 , 了 Go 确 作 成 sr 上 这 续 线 性 谤 函 且 绞 法 为 交换 
的 及 结合 的 由 于 f= 1 及 9 = x 都 无 相应 Cauchy 积 分 在 在 ， 故 
这 种 刁 法 运算 的 存在 并 不 与 定理 2 矛盾 。 

乘法 定义 2 若 jE 了 有 目 六 (6z) 存 在 ， 记 

[f(z), lmz 0 
f(t2)= 1 
一 天 (zz lmzs<0, 
而 称 为 了 的 解析 迁 拓 。， 央 


Gs of pd -| (zw(2)dz， 


YPEM hb. 
可 定义 积 1@@9 加 下 (当然 要 求 g0'{2) 存 在 )， 


(Ff@9,0)= {fag (a9)dz 
Cp 
着 /或 9 具 紧 台 ， 且 %(z)-= O(] 二 T)， 上 面 的 积分 存在 ， 而 
确定 了 四 3 为 
-xi {oe: »- O(a) pE ws) 
上 广 画 。 可 核验 这 种 乘法 运算 也 有 交换 性 及 结合 性 ! 同样 不 与 
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定理 2 相 了 矛盾 。 
定理 7 设 1 ,gE 7/， 则 
(fDg9,1)=0 (ff@g,1)=0. 
证 因 f"(8) 及 gi Cz) 分 别 存 supp 及 suppg 外 为 解析 赣 
数 ， 卫 当 z 一 co 时 都 趋 于 堆 ， 故 积 
f(a)g (2) = f(a gz). 


当 z 一 一 时 至 少 具 阶 D (二 5)， 于 是 

Po fg (a)ds=0 (Cm), 
卫 (fDs ,= 0 对 于 |。 f(z)91(z)dz， 因 被 积 阔 数 当 一 
co 时 至少 具 阶 OK | :)。 使 Cs 的 二 平行 家 线 无 限 远 离 ( 这 时 


8 = oo)， 所 论 积 分 也 趋 于 零 ， 故 (f@g,1) = 0。 
由 这 个 定理 知 上 述 两 种 敢 法 运算 在 连续 函数 情形 并 不 归 为 
通常 的 乘法 运算 。 
乘法 定义 8 设 f,g9€ D'， 使 1*(z)，g"(z) 存 在 ， 定 义 
(7@gp) = lm! Ef x+ie)— fo (x—ie)] 


xLog (xtie)— g(x—ie)p(x dx, YoED 
显然 ， 当 /及 9 为 连续 函数 是 fa(z) 及 9'(z) 存在 时 ， 上 述 
乘法 妇 为 通常 乘法 ; 但 1 无 Cauchy 积分 存在 ， 对 一 般 分 布 ， 
上 沁 邓 积 可 能 失去 意义 。 
例 1 考察 5@6。 扣 定义 有 (6 (2)= (3, ,二 )= 二 1)， 


Pe 


”卫生 = 


oam- 二 加 Gons 


2 区 一 了 2 


-am[ Cet (et i (i i- 


-二 av， (Fi)e da lim Lt(3,9) + 0(e)}. 


这 里 v.p,(-.13) 表 示 过 的 主 值 (或 正规 化 ) ， 故 上 式 右 边 第 一 
项 为 有 限 值 ， 而 第 二 项 的 极限 不 窒 在 ， 故 5@6 无 定义 ， 


全 2 dD.,p, 2 = 了 3 (x), (13) 
a 1 ,|. I 工 
事实 上 ， 因 v.pb， _ 一 lm 了 (二 了， 有 


(se P. x， x 9)= ln xX—ig 
Cl 
-Thiol ler ciay ed 


-S12 Coe(z)dx- 


这 里 用 到 关系 式 
6 ofz) = (z 


,5 ) (8657)= 
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这 个 例 给 出 量子 力学 中 用 到 的 结果 。 

本 和 臧 所 论 也 可 用 于 较 一 般 请 形 ， 在 例 1 中 可 尝试 取 Had- 
atmard 意 义 下 的 发 散 积分 的 有 限 部 分 而 定义 

BB- Hv.p. (2.), 

但 这 个 结果 不 是 量 予 力学 所 需要 的 。 

关于 复 变 函数 方法 的 详细 讨论 ， 可 见 
H.Bremermann, L.Durand, J.Math. Phys. 2(1961) 
240 一 2585 
M.ltano, J.Sci, Hiroshima Univ, Ser, AL, 30(1966) 
151—1813 
入. Bredimas, J, Math. Pure et Appl, (9) 56(1977) 
479—491s 
C, L,. Sabharwal, SIAM 本 Appl, Math™18 (1970) 
503—510y 
A.Sloan, Pacif, J,Math. 79(1978)207— 224. 


2,4.4 正规 列 方法 


现在 介绍 Mikusinski (Studia Math 20(1961) 163 一 169》 
用 正规 列 处 理 广 函 秋 问题 的 方法 ”“。 这 个 方法 有 相当 的 概括 竹 
与 实用 人 性 。 


先 作 正 备 人 性 讨论 。 . 
定义 8 ”车 在 尾 一 答 块 Gta, 的 王 {x ojXjSbj， j= 


{Do, 全 py = DS}, 且 列 {多 ,小 在 人 上 一 至 上 收 侣 ， 则 称 列 
{gv} 为 基础 列 ， 二 基 碍 列 和 gv} 及 {Wy} 若 使 列 @ 1 1 2 和 2 


* 也 可 见 H,F, Walter. Math, Ann., L189C1970) 211—221. 
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从 为 基础 询 ， 即 称 为 等 价 列 。 
注意 列 { 四 在 只 "上 不 一 定 一 致 收敛 ， 因 而 列 {ev = 中 做) 
更 不 必 在 R" 上 一 致 收 仿 ， 故 {ys} 不 必 收 化 于 连续 函数 。 今 证 
明 。 豆 "上 所 有 等 价 基 础 列 确定 有 限 酚 分 布 。 为 此 只 须 证 每 个 
等 价 基 础 列 对 应 子 其 连续 函数 的 有 限 阶 弱 导 数 。 
记 等 价 基 础 列 {f ,p(x 站 所 定义 竟 元 素 为 1 二 [1,]。 册 于 在 
任 一 人 建 块 上 总 存在 {jv} 的 等 价 多 奈 式 列 { 了 p(x)}， 可 如 下 定义 
ff 的 m 阶 导数 ，f "= LP63I(x}]。 事实 虐 ，1) {P48"™'} 确 为 基 
列 到 。 因 由 Py= L(x) 有 局 Y = 了 mi)， 且 {fs 了 在任 一 
秆 块 上 一 致 收 仇 ; 2) 若 {fj} 及 {93} 为 等 价 基础 烈 ， 且 {7 1} 
及 {99 下 也 是 基础 列 ， 则 这 两 个 烈 也 必 等 价 。 因 由 fs = 了 5*) 
及 = ) 有 6")= 了 SRtm) 及 gm = 他 和 且 {FPF} 与 
{G。} 为 等 价 的 ， 因 此 ， 象 前 夯 那 样 地 定义 的 导数 ， 是 有 意义 
的 。 
由 导数 的 上 述 定义 特别 可 推 条 ， 若 4f 知人 为 基础 列 ， 则 有 
fm =Cf x) ™ = Cf" (x, 
事实 上 ， 若 六 (zy= 了 (ZX 则 [JCYXD= [PSW(x)] = 
了 
括 上 所 论 ,对 给 定 的 元 素 f = [1 人 (FTCX)， 
这 时 {在 任 一 什 块 上 一 致 收 化 于 P(x): (x)= LFy(x)]， 
应 有 
f=Cf, x)= CES KI = LF x) 
= k(x) 
故 f 确 为 在 任 - : 矩 霹 上 连续 的 函数 了 tx) 的 有 限 阶 导数 ， 而 据 
2.2.2 式 (7) 及 2.2.3 定 义 6 知 /为 有 限 防 分 布 。 
定义 4 车 轩 & xx…xe 到 加 的 算 子 RC8,… ,V8) 有 具 性 质 : 
当 ivb 为 基础 列 时 ，{R(eps 和 得 是 基础 列 ， 
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即 称 员 为 正规 莫 子 。 
可 核验 ， 下 列 算 子 都 是 正规 的 ， 
1 。 加 、 减 运算 w(t*x) 圭 (Xx) 
2 。 以 数 c 相 乘 cg(%)3 
3 。 以 国定 函数 oCx)E8 相 腾 (Xx)w(*)s 
4 。 雇 固 定 函 数 w(x》€ 吕 D 作 卷 积 ”oo*p; 


5 。 不 定 积 分 C1)dt. 


指定 义 4， 由 基础 列 的 等 价 类 
R{f ,9) = LR ,9r)] 

可 延 招 正规 算 子 的 作用 于 分 布 F = [f 1, ,9g= [9gv]. 
定义 5 不 是 正规 算 子 的 算 子 ， 称 为 非 正 规 算 子 ， 
重要 的 非 正 规 算 子 有 如 下 几 种 ， 

6 .乘法 g(x) 
7 - 合成 p(X) 
8 . 卷 积 ox p(x )s 


9 ， 定 积分 | eax 


10，Fourier 变换 [ocr)eirtdx. 


读者 应 注意 3 与 6 的 区 别 、4 与 8 的 区 别 在 于 % 的 特殊 性 ; 
也 应 注意 5 与 9 的 区 别 。 

为 了 延 拓 非 正规 算 子 于 分 布 ， 引 进 焉 规 列 。 

定义 6 具 下 述 性 质 的 基础 列 称 正规 列 ， 

1) 正规 询 的 每 个 于 列 奶 为 正规 列 ， 

2) 车 {gr} 及 地 为 等 价 正规 列 ( 即 定 六 同一 分 布 )， 则 
1 和 159a 和 人 是 正规 列 ， 并 确定 网 一 分 布 

3) 车 某 分布 在 某 矩 毛 上 为 连续 函数 ， 则 彤 证 它 的 每 一 正 
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规 列 在 此 矩 基 的 企 个子 矩 块 上 一 致 收 伍 ; 
4) 若 基 分 布 f 在 某 矩 块 二 为 局 部 工 可 积 画 数 ， 则 其 相 应 的 
每 一 正规 列 {f (Cs 站 在 此 目 块 上 为 上 收 航 的 ， 即 : { 六 (xz 六 在 此 


短 坎 于 殖 遍 收 伺 ， 上 县 在 此 矩 块 的 每 个 子 矩 堪 客 上 ， | ceodx 


甘于 捷 一 致 站 伍 。 
注意 定 六 6 中 的 要 求 1) 及 2 在 于 保证 延 拓 
PREF OER yy, 9) 
的 叭 一 性 ， 共 中 f=[f 了 (Cx)3,…,9= [上 9y xX)] 汶 分 布 : 而 要 求 
3 及 4) 则 分 别 保 证 算 子 总 的 连续 性 及 可 积 竹 。 

可 核验 ， 在 前 面 所 列 -上 种 运算 中 。1-- 7 及 9( 当 人 为 紧 集 ) 
保持 连续 性 ， 即 车 列 {py 和 李 税 己 加 在 每 个 烘 块 上 分 别 
一 致 疲 人 艇 于 %,… ,多 ， 则 列 {了 Cpy ,Ep)} 在 同样 意义 下 收 化 
于 有 pe) 而 1 一 5 及 9《 当 售 为 紧 集 ) 保持 可 积 性 ， 即 ， 和 车 
人 分别 二 收 伍 于 局 部 过 可 积 国 数 p :wz 则 殉 
{RC9y 让 也 天 收 误 于 六 Cr)。 至 于 运算 8 及 10， 则 
县 不 能 保持 连 继 性， 也 不 能 保持 可 积 性 。 

为 了 能 延 拓 非 正 规 算 子 于 分 布 ， 先 构 选 6 分 布 的 正 虎 列 。 


联 
SCX)E | dy{%)=0, x€( ,pye, 2 pve 小， 
其 中 ppD0， Py 一 0 C7 一 00)8 el lf 面 使 
[0dr= 1 15CD1< 首 -。 
这 者 列 显 然 存在 ， 并 作成 3 分 布 的 正规 列 。 事 实 上 ，{6,(x)Y 
确 为 基础 列 ， 而 满足 定义 3 中 要求 及 定义 6 中 性 质 1) 与 2); 由 
于 4 分 布 斌 非 思 续 又 非 可 积 ， 故 可 认为 定义 6 中 人 性质 3) 及 4) 也 
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成 立 。 
对 于 任何 分 布 ED’， 可 如 下 构造 正规 询 ， 
fy= fr, v= 1,2,°" 
荔 核 验 {fv} 确 为 基础 列 并 满足 定义 6 中 的 要 求 1) 一 3),。 为 核 
验 47， 假 定 了 为 局 部 工 可 积 函 数 (不 然 ， 可 认为 4) 已 成 立 ， 有 如 
上 面 对 6 所 述 )。 于 是 对 殖 这 的 点 xoE 环 "有 


。 1 
im fo -tdt= fe). 


这 里 To=( 福 Wpe， 主 Pe )。 现 在 证 明 ， 对 点 x* 有 
limf x)= 所 xo)， 


不 妨 设 f(x,) = 0， 可 估计 
Lee SRC AI 


i 
< ,If lam. 


此 外 
Fredat- fra ar (Cf) -frYdr 


-| crFee=D-FCo3sCoDdn 


Fo)= [fat. 
由 于 下 (x) 为 连续 函数 ， 上 式 志明 [fv(7)di 在 任 一 逢 抉 上 至 


收 化 于 | /C1)dt， 收 4) 成 立 。 
建立 了 任 一 分 布 的 正规 列 的 存在 性 后 ， 现 在 回 到 非 正规 算 
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子 的 延 拓 问题 。 

定义 7 绽 定 任 一 牌子 六 (8,… ,#8)，。 音 对 所 有 正 磺 剂 {fy}， 
9 ， 列 { 太 (f,… 95 站 为 基山 列 ， 则 称 症 对 分 布 了 ;9 
为 可 行 的 ， 并 记 

RCf ,9) = LR(fy, ,9y)]. 

由 定居 ?了 可 潮 出 ， 这 果 对 正规 算 了 的 延 拓 与 定义 4 一 致 ， 
因 正 规 列 避 为 基础 列 。 但 定 关 7 中 的 算 子 部 不 必 是 正规 的 。 

至 于 究竟 那些 非 正 规 算 予 对 那些 分 布 是 可 行 的 ， 则 无 一 般 
的 有 效 判 定 准 则 。 近 年 来 利用 非 标准 分 析 中 的 函数 列 儿 理 广 酉 
的 乘积 问题 ， 亿 科比 正 现 列 更 为 机 动 、 灵 活 一 些 ， 伍 仍 缺 乏 有 
效 性 ， 也 米 能 给 出 重大 的 新 结果 。 参 看 

Yictoria Symp, on Nonstandard Analysis, Lecture 
Notes in Math., VV. 3269, 1974(Tharber, Katz, pp. 272— 
302), 

在 基体 场合 ， 正 规 济 方法 可 给 出 有 用 的 结果 ， 刘 下 例 所 天 
C1. Mikusinski, Bull, Acad, Polon,, Ser, Math. Astr, 
Phys. 24C1966)511—513). 

例 3 鉴定 量子 力学 中 用 到 的 公式 


i tv: —11 
562— 3 ) = 二 1_ 1 
Tx MT? wi (14) 


把 (14) 左 边 作为 一 个 整体 单独 的 项 65: 及 ( 寺 ) 读 乏 定义 
取 6 分 布 的 正规 列 {3,}， 用 
,lly 


的 弱 极 限定 义 (14) 的 左边 。 改写 上 工交 
“161， 


和 


现在 证 第 一 项 弱 收 化 于 二 6' 一 一 本， 而 第 二 项 验收 化 于 


沁 6/， 则 两 项 的 差 即 给 出 语 ， 


4, 三 5。 + 二 上 .8 的 FF 变换 是 ,= 全 +(2 昌 一 全 


万 多， 这 里 五 ( 引 为 Heaviside 函数 。 事 实 上 ， 在 主 值 意义 


下 后， 
上 时] 全 站 
Wi +) ee, 


由 于 cosex 为 x 的 奇 函 数 而 积分 域 为 正 、 负 对 称 的 ， 放 这 一 项 


he 
]= sn {+ 


a 


名 的 具体 表示 术 必 算出 ， 重 要 的 是 在 弱 收 合意 义 下 有 3, 一 = 
1。 于 是 48 的 矿 灾 换 是 4,*A4，。 当 w*co 时 ， 在 弱 拓 扑 下 (在 
5: 或 D' 中 ) 有 
人 4 = (2H6) 2H ) = AHH 
*)》 这 里 在 变换 由 换 e 一 1 为 35， 旬 便于 计算 . 
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-4 Ho- WHODdn =4| HE)dn=4 HE), 


故 .4; 绊 收 你 于 下 -4 万 (国王 13 一 ( 见 盖 尔 方 特 
及 希 洛 志 ， 广 义 函 数 ，7 ,下 变换 表 ， 公 式 3， 那 里 的 x= 


HH(x)xy ) 由 于 这 里 是 反 变 热 县 有 因子 4， 所 以 须 用 六 乘 屠 


里 的 结果 )。 或 直接 核验 如 下 (应 用 2.3.4{24) 及 (31)， 换 ;为 


—¥ )s 


Po- $) 

2 
= risgng= Lé1, 

[一 -二 -+ 2 H(t 


= a [LAH (CE)E. 


故 (14) 的 第 一 项 紧 敢 全 于 76' 一. 坟 7， 现在 证 明 #。- 
5,( 二-6。)] 世 下 伍 于 一 16 。 在 主 值 下 理解 积分 
7»,= adx= || ey) dxdy, 


Ks, = [ua*= [I (0s C2 dydy. 
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天 六 的 被 狐 画 数 当 五 换 x 玉 3 时 变 导 , 放 了 。 二 0。 为 了 算出 五 
改写 


kK,=1 se 条 


互 搞 x 及 得 天 ,= I 一 到 v， 由 此 知 五 v=-。 记 


FvCo=| (x— yu Cy) dy 
于- ut yd y— 加 893 


因 7 = 0 K,= i 计 ， 改 当 ?一 co 时 ， 有 有 
六 » x 0 
F(x)— HOY) = 1 2 
人 0 ， Y< 0， 
但 wy = Fs， 放 4, 弱 收 伍 于 二 +H"x) = 二 3。 随 之 (1d4) 成 


立 ， 注 意 公式 8. 元 = 二 18 在 2.4.3 例 2 中 已 有 讨论 . 

注 8 结合 (14) 及 例 2 ， 可 得 重子 力学 中 的 如 下 有 用 公 
式 ， 

| (7 一直 (全 ) = 党 

14 二 = 了 0， 

(oomB de 


巾 - 


后 两 个 公式 容易 用 前 两 个 已 次 定 前 公式 推出 ，5: 在 量子 力 学 中 
称 为 Hejsenberg 分 布 。 

注 4 在 量子 声 论 中 还 用 到 Dirac 分 布 的 分 数 癸 ， 匈 前 引 
Thurber 及 atz 的 文章 。 编 者 结合 正规 化 方法 及 复 阶 积分 ， 
给 出 6 前 复 夫 《包括 分 数 笑 )}，、 并 较 简 捷 地 证 得 公式 (15}。 见 数 
学 研究 与 评论 ，1(1981)119 一 123. 

注 5 ”附带 提 到 编者 对 广 术 的 一 种 形 武 定 尺 途径 。 并 由 此 
引出 广 画 的 两 种 乘积 ( 兄 兰 州 天 学 学 报 ，3(1962)1 -5。 这 里 在 
形式 上 格 有 改动 )。 

根据 2.2.3 中 关于 了 空间 上 广 甫 1 的 结构 定理 ， 或 一 般 地 出 
有 限 阶 广西 f 前 定 头 ， 知 f 如 下 作用 于 检 试 消 数 pg E 中 : 


(f,0)= 交 [Fos)orp xd yoEGD. (16) 


黄 中 Fe(x) 都 是 局 部 上 可 积 函 数 ， 而 要 求 Fa 当 1al>0 时 无 局 
部 工 可 积 的 偏 导数 。 
用 下 1{x) 记 当 指 标 组 a = (ai ,yan) 具 给 定 长 度 lal 而 
依 确 定 顺序 作 所 有 可 能 组 合 的 函数 组 {Fs(x)}， 且 指标 的 排列 
顺序 对 给 定 的 1x| 是 统一 前 。 于 是 称 贞 局 部 工 可 积 函 数组 
{a(x)} 作 咸 的 函 阵 
[Filx) 1 
| Fi), Pl)yeey FE(x) | 
. | 


ftRsr or 1 
人 LET， 站] J 
六 二 13 一 1 
mm 让， mA eo 
nn 
为 4# 阶 广 玉 ， 并 按 (16) 作 用 于 检 试 沙 数 Fx) ECR")。 
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函 阵 的 代数 运算 如 下 定义 ， 


线性 运算 af +hg 二 laF8*! 十 Bt {17) 
点 积 运 算 了 .0 三 { >» FiriG ls! ,, 
lalsmar(m ,1m, ) {18) 


玉 积 运算 了 xg=1Fi"M{Gp 扩 = {1"'}， 
rei + fs . (19) 
其 中 Fe" ，Ga"' 分 别 是 1 ,9 的 分 量 ， 吉 ,ms 是 相应 的 阶 ，t19) 
由 共 renecker 乘 积 构 成 , 即 用 函 阵 1G 妇 全 溢 每 个 元 Fl*'(*)， 
然后 整理 、 合 并 阿 指标 组 的 滋 积 元 ， 例 如 


(Fs 1 fei 3 
1 + x1 上 
Fi 0, Fu. 1 LG 0, Ti 
(FEGS 1 


= | FeGy. 0 +GSFY,. OF» Fatr Lo, 1) 二 人， 1} 8 上 
上 oy Gh gs Fl, oC ho, 1 + Pbo, GY, 5 | 
Fo, GG, i 
这 两 个 函 阵 的 点 积 则 是 
六 1 人 1 
CF,, Ol» Pi, yd LG! os Ci 1 . 
fF?G: 
(FIGH oy +OIFL ,sy, FIG +GIPEiD 贱 
两 种 乘积 对 连续 函数 归 为 通常 乘积 ， 并 有 单元 1， 但 x 无 


逆 元 ， 因 过 不 是 局 部 可 积 的 ， 著 取 x-'=[xklalx| 一 1)]”， 则 


2 :为 二 防 广 函 ， 在 上 述 两 种 滋 尘 运算 下 ， 都 不 是 并 的 道 元 。 
”66“。 


还 可 注意 ， 两 种 季 蒜 都 是 交换 的 及 镇 全 的 。 
下 面 是 几 个 简单 例子 ( 刀 为 Heaviside 画 数 ) 


rT +) 0 roy 
= 1 + = 1 = 03 
【一 五 上 」 有 一 万 (0) 


0 
| 二! 站 03 人 
Sx6= | 1 >| r=4101+=0, 
(HJ (-HJ (Cpr 


fF oy roy r? 
.6r = 1 t.JOrt=-101=0, 
(HI bs) Co) 
注 6 近年 米 出 现 用 代数 拓 张 等 处 理 广 范 乘 积 的 方法 ， 有 


较 大 概括 性 。 镜 如 兄 
E. E.Rosinger, Distributions and Nonlinear Partiail 


Differeniial Faquations, Springer-Verlag, Berlin, 1978. 
B.K.Heaanon, NAH, 237(1977) 779—781}; 3s. Bue, 
Yu. Sap., Mar. 10(1977)65—89. 

D, Baumegarten, Mitt. Math. Sem., Giessen Heft 123 
C1977)161-—173. 

R.A,Struble, Studia Math, 37(1971) 103 一 109 ， 

j, F.Colombeau, New Gerneralized Functions and 
Mulii plication of Disiributions, North-Hollasnd, Elsev— 
ier, 1984., 


2.5 广 函 的 除法 


广东 的 除法 问题 与 多 种 方程 的 求解 问题 有 关 。 祖 对 地 说 ， 
以 解 梧 授 数 除 广 画 的 讨论 比较 成 熟 ， 一 般 情 形 则 甚 少 考虑 。 
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2.5.1 一 推 情 形 


许多 重要 方程 (不 限于 一 维 情形 ) 都 局 于 卷 积 方 程 的 范围 
给 定 FE #/，gED'，, 求 4E DI， 使 
fru=9. (1) 
例如 当 了 = 于 Go6 4%) 时，(1) 归 为 常 系数 线性 微分 方程 


fru= Dj aadn= g(x), 
而 当 f = 了 aeatz 一 xa) 潮 ， 得 常 系数 益 分 方程 


fru= Didal(x—xe) = g(x), 
当 f = 区 (x%) 叶 ， 则 得 第 一 类 积分 方程 
fu = JK(x— ya(2)dy= CX). 
显 瞧 ， 了 可 为 上 述 三 种 广 函 的 线性 组 侣 ， 于 是 相应 可 得 更 复 亲 


的 方程 。 
在 (4) 中 限定 1€ ez ,在 于 保证 广 画 卷 积 的 存在 性 。 有 显然， 


这 个 要 求 仅 属 充分 ， 而 非 必要 的 。 
根据 2.3.4 定 理 30 及 21， 知 对 (1 可 作 丘 变换 ， 而 得 
-= 了， (2) 

旧 他 为 对 固定 的 9 = [mE 关于 5 = ReE 具 军 增 率 的 一 阶 整 函数 ;4 
及 了 出 为 Z = DD 上 广 活 。 帮 求解 代数 方程 (2) 归 为 广 冰 与 台 函 
数 的 除法 问题 . 
本 眉 先 考虑 一 维 情形 *?， 

2) 参 妊 L， Sehwarte, Thevorie des Distributions, Tom 1, 1850, chap. 5, 
94 及 5. 
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对 给 定 的 广 画 SS， 当 玉 (x)€ 日 无 圭 点 时 ， 除 法 问题 是 
显然 可 解 的 。 存 在 唯一 的 广西 了 = 尘 ， 使 
HT=S. 
国 此 ， 问 题 册 现 于 囊 有 零点 的 情形 。 下 面 分 成 几 个 步骤 进行 卷 
虑 。 
1) 县 x 相 除 。 对 给 定 广 画 S， 存 在 无 限 多 广 画 了 ， 满 足 


方程 
XT =S, 


显然 ， 在 点 x -0 外 ， 丰 如 下 唯一 确定 ， 人 = 全 .为 使 除法 
问题 一 般 可 解 ， 在 分 布 情形 ， 当 且 仅 当 对 所 有 有 具 形 = YE 万 
的 检 试 函数 有 了 C9) = SCV)。 记 必 中 可 用 x 除 是 的 函数 gg 作成 的 


子 空 间 为 卫 。 由 关系 式 x 了 =” 知 了 在 五 上 有 定义。 为 了 在 刀 中 
确定 卫 ， 只 须知 章 工 对 也 中 不 属 五 的 某 元 P* 的 作用 值 了 了 (po)。 


特别 取 @。 使 po(0) = 1， 则 对 人 尾 一 个 更 ED， 有 唯一 的 分 解 ， 


P= ji 十 大 PEE, 
局 知 丰 = 8(0)。 注 意 对 五 中 元 p 有 
wp = 9 一 和 ,= 她， PED. 
于 是 应 有 
TOB)=AT (po) +S (9), (3) 


就 ?tgo) 应 先 给 定 。 反 之 ， 设 Yo 巴 选 定 且 7 了 C81) 取 给 定 的 值 ， 
则 (3) 定 义 了 为 万 上 连续 缓 性 活 画 ， 且 为 广 画 除 法 问题 的 解 。 


事实 上 ， 当 9 在 DD 中 趋 于 淮 时 ,4 也 趋 于 零 , 故 4T7 (go) 亦 然 。 独 
=- 69 * 


下 只 须 证 明 这 时 也 有 S(3) 一 0 或 划一 0。 为 此 可 证 明 ， 当 = 
一 4 一 0 (在 EE 中 ) 时 ， 有 = 0 (在 五 中 )。 今 


”CGO 


二 a 
-工人 ) RR)! op 0 


| 


_ 三 (， ) 一 1 人 到 人 (0) 


ke Wel 
Xl 


tre) 


-三 ( ) 本 


(— DDD) ml (Co—1)*71 
:二 Wm- f+i 于 完 丰 六 一 让) 


其 中 加 co 由 于 9 (0)=0 且 当 ij 半 0 时 有 


于 ， 
(一 1 二) 让 _ 
REF (1 DD)!= 


故 上 式 简 化 为 


oo 


由 此 得 
i OT EA ms lo mV. 


这 就 能 保证 ， 当 一 0 (在 中 )， 有 ¥ 一 0( 在 DD 中 ), 因此 ， 当 
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有 一 0《 在 五 中 ) 时 ， 有 六 (2 一 0。 政 (3 确定 工 为 刀 二 的 连续 
线性 泛 国 ; 且 特 别 当 EE 时 ， 有 
Tp)= T(x9)= xT,p) = (5,p), 
诬 然 9 为 号 中 任 一 元 ， 知 T 确 满足 方程 xT = 5。 
最 后 ， 注 意 x = S 的 两 个 不 同 的 解 全 ,及 了 对 应 于 了 Too] 
的 两 个 不 周 的 值 ， 故 
(下 0) 人 的) 一 (人 
=4[TiCpo) 一 TatooJ=ch=eg(0)。 
册 此 知 了 ,一 人 = cd{x)， 这 里 c= 了 (p00) 一 了 (80). 
注 1 对 不同 的 p 7，j= 1,2, 解 了 ,及 Ts: 仍 仅 相 差 c6(xx). 
事实 上 ， 任 一 个 PED 有 商 种 分 解 
p= pt +wi= pp + Piss €. 
仍 有 = (0)。 于 是 
(TT Pp) = AT pT ,p12)] 


+S(P:C—P,). 
其 中 pj = 人 ，j=1,2. 但 一 =Ap8D p08 = 


(T,~T,,P)= oA=c p(0) = (c6,9). 
这 里 c= 了 (p60) 一 T5852)+5SC94D -gL )。 由 此 仍 得 
人 ,一 了 ,= c6， 
2) 以 xn 祖 除 。 对 给 定 广 本 S， 存 在 无 限 个 广 画 工 ， 注 足 
* 工 ? 工 * 


方程 
x =5, 


且 任 何 两 个 解 了 ,及 了 ,之 差 为 
T,—T,= Tad (xX), 
Fey 


cj 都 是 常数 。 

事实 上 ， 可 逐次 以 x 除 3， 共 除 阅 次 。 由 此 知 解 工 箭 存 在 。 
至 于 了 在 点 x= 0 的 不 定性 ， 则 可 如 下 证 明 。 关 了 = 了 ,一 人 人， 满 
是 齐 次 方程 xm"T 了 =0， 故 了 以 点 % = 0 为 台 。 据 2.3.3 定 理 11 知 应 
和 

屁 
T= (— Died (x), 

但 由 2.4.2(67) 可 算出 


wm 了 一 Pe 


oJ6 C1-m) (x) = 0, 
0 mi 1 Cx) 


让 应 有 cy = 0 (fj2>m)。 由 此 即 得 Ti 一 了 Ts = 本 gj6 (x)， 
Ft 
3) 扩 仅 具有 限 重 孤立 零点 的 无 穷 可 微 瑞 数 五 (x) 相 除 。 
显然 ， 在 不 是 再 的 零点 的 所 有 点 近 觉 ， 除 法 问题 是 唯 一 可 解 
的 ; 而 在 玉 的 mi 重 孤立 零点 x= 9j 近 劳 。 改 写 声 如 下 


1T 1 xg)! 


H Co 豆 


因 《一介 一 在 点 oj 反 旁 无 穷 可 微 ， 故 问题 归 为 以 (x 一 af) 
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相 除 。 根据 上 面 记 论 ， 陈 法 问题 总 是 可 解 的 ， 量 在 点 oj 近 沉 ， 
任何 二 解 了 ,及 工 : 之 郑 具 形 


Ek mj 1! 


TT {YD cps6 (x0), 
#1 ‘Pet 
为 零点 的 个 数 . 
容易 知道 ， 以 具 无 限 重 零 点 的 龙 益 可 微 钙 数 除 任意 广汉 
一 般 是 无 解 的 。 


下 面 对 多 维 情形 作 某 些 一 般 性 的 考察。 

1) 亦 D CR) 中 区 3 和 相 除 总 是 可 能 的 。 为 证 明 这 一 点 ， 
只 须 重 复 一 维 情形 的 讨论 。 

2) 车 久 某 豆 E 加 相 除 时 为 局 部 可 行 的 ， 则 必 全 局 可 行 。 
事实 工 ， 取 RR* 的 局 部 有 限 开 覆 六 询 {2;}， 癸 在 每 个 人 2; 中 可 四 


开除 S ED', 则 由 分 布 的 全 局 结 爸 (2.3.2 定 更 9) 知 S = 和 > ， 


有 supp jC 忆 外 }y。 指 假定 ， 在 应 卫 使 明了 j=3y。 总 可 认为 
SuppTjyCCR 不 然 用 在 sufpS jy 某 邻 城 中 为 1 的 函数 atx)E 


DCW ) 莱 7 ; 即 可 于 是 方程 右 了 = 信 的 全 局 解 为 了 = 2 全 
1 


且 这 个 级 数 实际 上 是 局 部 有 限 项 的 。 

3) 设 & 中国 数 豆 (x) 了 的 零点 集训 "= { 末 (%) = 站 为 # 一 1 
维 龙 麻 点 上 出 面 ， 姬 于 的 所 有 一 阶 导 数 在 N*“'! 上 不 同时 为 圭 。 
简称 这 类 函数 为 正规 画 数 。 显 然 ， 在 六 + :外 各 点 近 弃 ， 以 所 
相 了 路 在 召 ' 中 总 是 可 行 且 解 为 唯一 的 。 在 六 "上 每 点 的 近 旁 ， 
经 狂 立 变量 前 代 换 ， 可 把 五 变 为 ys。， 故 除法 仍然 下 能 。 于 是 
以 互相 除 为 局 部 十 行 .根据 上 述 ， 以 互相 除 亦 为 全 局 可行 的 
显然， 正规 性 要 求 仅 山 充分， 远 非 必要 ), 
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4) 党 以 # 中 二 函数 吾 和 到 粗 除 为 分 别 可 行 的 ， 则 以 积 
吾 玉 相 除 作为 可 行 的 。 事 实 上 上 ， 可 用 克 , 长 送 次 相 除 。 一 般 ， 
荐 已 ,…, 驴 为 8 中 分 别 可 除 除 式 ， 而 1 ,1 为 有 限 正 整数 ， 则 
以 积 三 :…Qw 相 除 总 是 可 能 的 。 


2.5.2 以 多 项 式 相 除 


线性 常 系数 偏 微分 方程 的 求解 问题 ， 在 已 变换 下 ， 等 价 于 
广 通 以 多 元 多 项 式 相 除 的 问题 . 

尽管 上 段 对 多 维 情形 的 除法 问题 得 到 一 些 丫 具 概 括 性 的 结 
这 ， 但 并 不 能 解决 多 项 式 相 除 的 问题 ， 因 为 对 机 网 多 项 式 231 

… 二 2 这样 简单 而 生性 质 很 好 的 了 浅 数 ， 并 不 能 得 出 除法 可 
行 证 的 天- 这 个 多 项 式 始 不 号 正夫 函数， 也 不 基 正 规 哨 笋 的 
者 之 各 。 

五 十 年 代 初 已 证 明 ， 广 函 太 多项式 相 除 总 是 再 行 的 ， 或 党 
系数 线性 偏 微 分 方程 总 是 局 部 可 解 竟 。 下 而 介绍 Ehrenpreis 
的 讨论 。 参 看 Amer. ]. Math, 76(1954)883 一 903 ， 

引 理 1 设 在 复 平 面 上 给 定 w 个 点 21，… ,zm 则 以 任 一 碟 
为 必 作 半 花 志 1 的 图 同 L， 对 任 一 点 z2E€k， 有 minlz 一 zi[ 这 

1 
2Cm +1) 

证 不 失 一 般 性 ， 可 认为 9 是 原点 。 设 z1,… ,2+ 位 于 单位 
加 或 图 启 上 ，z7 ,1 … ;2m 位 于 单位 圆 外 。 存 单位 间隔 了 上 最 多 
有 r +2 个 点 ; 0, |z1|,…， 1zr1: 1， 而 分 7 最 卿 为 "+ 1 个子 峙 


隔 、 ee 


为 二 。 权 瑟 为 以 原点 为 心 而 以 1 为 半径 的 圆周 ， 则 对 性 一 点 
L, 性 一 个 2=1,- "yy 有 
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1 2 一 = 袜 | 12|— 1zrl] = |6b—- is 了 | | 
1 
> 12m 
引 理 2 设 Q@ 为 单元 的 mm 次 密 项 式 ; 
Q(x)= Bx tO NT ns 
则 存在 仅 与 mm 相关 的 澡 数 ez0， 合 对 以 任 一 复 点 a 为 心 而 半径 
<1 的 圆周 虹 ， 有 
[IQ{x) lalQol, YAx€EM. 
证 总 可 认为 名 0。 设 x 1 2 为 名 的 零点 ， 则 寿 
[0 
据 引 理 1 ， 可 作 以 6 为 心 几 半径 所 1 的 闻 则 好， 个 革 所 有 YE 邮 


及 1<Sjssm 有 1x 一 xj 一 ~-。 放 对 所 右 的 xEM， 有 


19Co1> nd 和 ya。 到 a = 3-"(m+ 1)-”， 即 得 引 理 。 
引 理 3 设 馈 为 # 大 多项式 ， 不 为 常 数 . 对 ?>1， 证 Cr= 
{2 ECC, Jimzj|Sr, f=1,.…,t}. 设 F(z)€ Z = 全 并 满 
足 
sup [Qa)F(z))E a 
Vecr 


对 菜 xXp( lp)， QO= Qa ns (= O01 ,mm) 
是 % i pp 的 多 可 [ 式 ， 则 存在 #2>0， 使 
,Stp JQu(z) F(z)] og 


证 不 失 一 般 性 ， 可 认为 p= 1。 设 zi :zam 为 复数 ， 使 
[Imzi sr 一 1， 7=1,-… NH， 据 引 理 2 存在 数 a 让 0 及 以 六 
心 奋 半径 过 1 的 圆周 表 ， 合 对 所 有 >E 好 ， 有 
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1Q(z za， aa) | al Qo ,20) | 
于 是 对 所 有 的 zE 型 得 (注意 (zz yza)ECr)s 
C| 人 af(zs 20) PF, 2s, ,Zn)| 
IQ, 2 F222 Za ) | sa- 
1 
取 P= 地， 有 
[Qo Za) F(a 2 2n) | ap VzEM, 
著名 of zn)=0， 显 然 有 
IQ ols Za) P2224 Zn) | aps 
车 久 u(233… Za) 产 0， 则 对 所 有 的 2€ 储 ， 
(za 5 2) | GA/ [Qo 2 zn) | 
轩 玉 海 z ,的 整 也 数 ， 揭 极 大 模 定 理 有 
FOZ Zn) EAPO (22, 2n)|, 
故 在 任何 情况 ， 总 得 到 [1622)FCz1,… ,Zn)| 坟 98。 由 
于 (zs*zn) 是 C-: 中 任 一 点 。 故 引 理 一 般 成 立 - 
定理 t 设 @ 为 4 元 儿 项 式 ， 不 为 零 ，{ 玉 CZ， 者 在 中 
有 QP 一 0 (j 一 =)， 则 在 Z 申 有 下 一 0. 
证 ”对 名 中 变 元 的 个 数 & 应 用 归纳 法 。 当 及 = 0 时 ， 包 为 不 等 
于 零 的 常数 ， 定 理 显 然 成 立 。 设 定理 当 某 个 R>>0 对 售 & 一 1 个 元 
的 所 有 包 项 式 威 立 。 不 失 一 般 性 ， 可 认为 x* ，…2%x 都 出 现 于 名 
中 ， 并 记 
OKs RE) = oss 
+ nCXs ,XE ), 包产 0， 
据 2.1.3 定 理 13， 列 {QFj} 应 含 于 某 个 Z(a) = 六 (ec)， 且 在 其 
中 心 F 一 0。 因 多 项 式 台 不 影响 五 ;的 阶 及 型 ， 枚 { 忆 和 CQZ(a). 
于 是 对 任意 的 f>>0 及 # 元 多 项 式 忆 ， 在 C>* 上 一 致 有 PC 一 0。 
引 理 3 表明 列 {Q 忆 扑 也 有 这 种 性 质 ， 即 。， 对 任何 上 >0 及 和 元 
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多 项 式 书 ， 在 CC 上 一 发 有 包 ,P 一 0， 好 在 Z(ta) 中 有 Qe 一 
90。 但 Q ,为 # 一 1 元 多项式 ， 据 归纳 法 假定 ， 在 2(C0) 中 随 之 在 之 
中 有 五 一 0. 

推论 1 设 P(D) 为 常 系数 线性 偏 微 分 算 子 ，{f;} 叶 DD 且 在 
导 中 Pfs 一 0， 则 在 DD 中 下 ;一 0。 

对 任意 的 8>0，s3>0, 记 DECR") = {9(%): PECE,SuPPY 
CRi}; 这 里 民 R= {x [wi] 护 #,， =1, 9。 用 于 范 列 


{pj( 了 = maxi01f(x)|] 定 义 D 中 拓扑 。 记 D" = WDE, 其 
renn 上 


对 个 空 间 D'* 是 s 脸 分 布 空 间 ，D; = |] 是 所 有 有 限 阶 分 
布 的 空间 ， 

设 PCD) 为 m 阶 常 系数 偏 微 分 算 子 ， 用 PDET" 记 具 形 
PFCFE Da*") 的 函数 的 集 ， 它 是 站 的 子 空间 ， 可 赋 以 DE 中 拓 
扑 的 寻 折 扑 。 

定理 2 对 任何 SE Di， 存在 ?EDs5 使 PrCD)T=sS， 这 
里 Py = 五 (万 ) 为 卫 的 伴 算 予 ， 己 表示 对 系数 取 复 共 生 什 。 蛙 
别 ，P* 在 Ds 中 有 基本 解 F， P*F = 6, 

证 设 5 为 s 阶 分 布 。 类 似 于 定理 1 证 明 中 的 讨论 ， 知 Pp 
一 p9 为 PD':"+: 到 D! 的 连续 线性 上 映射。 坡 ( 了 ,Pgp) 一 (5S,9) 为 
PD*rmts 上 的 连续 线性 泛 画 。 记 

K= {wp PXI EPD m+, max lo px) ll, 


lels + 4}, 
则 对 每 个 整数 j， 基 ;= KK 门 D3'， 是 PD3*"i' 中 的 紧 集 ( 据 
访 scoli-Arzela 定 理 ) 并 记 U y= {9 PEKji, 1(7T ,p)|<1}，, 
Ui 的 同 疝 包 为 站. 据 2.1.1 中 讨论 ， 了 是 PD'+"t' 中 一 个 零 
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元 邻 域 。 此 新 ， 对 Pp EV， 有 |CT,p)| 太 1。 故 T 了 为 PDr*+*t* 上 
的 连续 线性 泛 函 ， 而 可 延 折 为 空间 局 扩 :上 的 连续 线性 泛 函 ， 
仍 记 为 对 任 一 个 gE€ 如 ， 有 

CP*T ,9p)= (7T, Po)= (3,9). 

故 在 弱 意 义 下 有 P*7 = sf 特别 取 = 6， 存 在 所 使 PeF =6. 
推论 2 ”任何 多 项 式 在 广 唐 空 间作 ;上 是 可 除 的 ， 这 里 万 ? 古 

万 7 的 王 变 换 空 间 。 

注 2 ”关于 以 包 项 式 除 广 本 的 问题 ， 在 多 种 广 函 空间 都 得 

出 肯定 结果 。 例 如 

B. Malgrange (C.R.Paris, 237:25(1953)1620—1622;Ann. 
Inst, Fourier, Grenoble, 8(1955/56)271-— 3543 Sem . 
Schwartz, 4(1959/60)21 一 25) 建立 了 如 下 的 一 些 关系 

PDr=Dt: Pe=os 
PCroOC? (pm, + = Pp—d, d>0 为 任意 的 )。 

L., Ehrenpreis ¢ Amer, J, Math,, 76(1954) 883.—9033 
77(1955)286—292; 78(C1956)685—715s 82(1980) 522— 
588; 84(]962)324 一 348) 除 上 述 前 两 个 关系 外 ， 还 得 到 
如 下 结汇 

PH=H, PH,.= H,; Pe=”. 
这 里 再 为 整 函 数 空间 ， 开 ,(0>1) 为 阶 志 6 的 叉 孙 数 空间 ; 

8 为 形式 客 级 数 空间 。 

L .Hirmander (Ark, fér Mat,，3(1958)555- 一 568》 给 出 关系 

PS = S7 


.8 以 整 函数 相 除 ” 
考 虐 一 般 的 卷 积 方 程 


中 “本 四 取材 于 荆 , Hirmander, Arnn, Math, 78C1982)1498— 17D. 
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Sea=f, Cir75 (4) 
相应 药 除 法 问题 是 
= 了. (5) 
先 作 一 些 预 备 性 讨论 。 记 
{Ps=sup 3 lor)|, PECHK), 


toy 于 


强 理 4 若 对 基 含 内 点 的 紧 集 天 有 
和 SC 和 YPECIK), (C6) 
则 存在 常数 A, ,4 ,A ,， 使 对 每 一 点 ER， 有 点 9ER*， 使 


[En AlnC2 + ED), [SD 4s + 和， 
. (7) 
证 不 失 一 般 性 ， 可 认为 扩 是 虚 x = 0 的 于 本 邻 域 。 取 某 固 
定 函 数 g(x)E CCK)， 使 
y0, fsax=1, 
并 用 斑 变 换 闫 系 
he 
定义 列 {CX)}， 即 9s 为 油 数 h"p(hx) 的 重 卷 积 ， 且 因 
supp w(x) 知 suppgnC 必 。 对 每 个 有 有 
Ps 
事实 上 ， 
的 (61= | [yee rtdx| < {s(x dx = 3 


or(B)1 = 9 (CE) i. 
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由 于 分 (8) 当 |1&1 一 oo 时 区 对 司 日 | 委 (6)< 之 1，& 产 0， 故 存在 党 
数 c>>0， 使 当 1E| 1 时 有 了 节 ( 生 |< 宝 er-*。 于 是 
[BED le 8k. 


今 证 明 ; 普 取 有 4 充分 大 ， 取 4 及 及: 使 


t+， 


三 


则 (7) 成 立 ， 上 式 中 的 4 为 分 布 $ 的 阶 (注意 SEey 为 紧 台 分 
布 )。 设 车 木然 而 对 如 上 选取 的 4 ,及 4s，(7) 对 任何 的 4 都 不 
成 立 ,. 则 存在 点 列 {Ey} 吐 六，， E 一 coy 使 

当 |137 一 上 | saf3+18|1) 时 ， 有 


[于 (91 < 1, (8) 
取 8 为 411n(2+ 15;1) 的 整数 部 分 。 记 9 (8) = (~ 如 )， 有 


wi ECHK): torli> Coil*ax= aaS=- 
人 


1 
这 里 C = es?， 国 玉 具 肉 点 ，mne5 玫 0。 可 实 上 ， 函 数 
人 EN [个 售 , fOENI EE 
[sO] = {ee + CE)] = Lt) 
0<0 ,O01 
当 有 & 一 co 时 趋 平 某 指数 函数 ， 而 非 平方 可 积 的 。 
田 一 方面 ， 可 证 明 (6) 掏 右边 当 换 gp 为 py 时 随 7 一 co 而 趋 于 
零 。 故 得 矛盾 。 为 证 明 这 一 点 ， 注 意 
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sup|lo“w| 三 总 自白 jee PE)e! 7 ， 


故 只 人 须 证 明 
fear ladmse pa) lds—o (Ci 一 co). 


出 于 | 全 | 过 1 且 妹 导 一 和 1 二 8 的 测度 具 阶 OCRa)， 故 由 (8) 知 上 
式 右 边沿 球 的 积分 的 绝对 值 不 超过 
CCI+ | 有 | + RSIEs| An 
既然 4,>>W，&= O(n|&j|)， 沿 球 |E 一 51 sk 的 积分 值 当 六 ~ 
oo 时 超 于 零 。 为 估计 球 外 的 积 和 分， 注意 由 2.3.4 定 理 20 式 (25) 
当 Ims = 0 时 有 
[SC LSC 1 + 3 ED. 
应 用 初等 不 等 式 
1+ [EI IEs + IE |), 
可 得 
J OEDMI SCE) gy(8) dé 
上 要 一 二 让 


EoNe EN 


Eg 2- 全 -OCT 十 [és Der 


x [Ga+ 本 De 这 3 dé, 
经 变量 代 换 易 知 后 一 积分 具 阶 OfAw+e-w)y 而 由 名 的 选 拌 知 
E+1) 


(2+1é1DDe 4 ， 但 因 人 全 < 知 上 式 右边 当 & 一 o 时 赵 


于 零 。 避 理 证 毕 。 
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定义 1 车 SCE) 具 人 性 质 (7)， 即 称 信 为 组 降 的 ， 相 应 称 S 为 
可 道 的 。 

这 个 证 久 及 弛 [ 理 4 属 于 蕊 hrenpreis . 

引 理 5* 设 SEw/ 为 不 可 道 分 布 ， 则 对 R* 中 每 个 县 内 点 
的 紧 集 玉 ， 存 在 连续 函数 wg，suppgC 区 ， 合 Sw EC?， 但 wg 不 
属于 Ci。 

证 、 若 引 吾 不 真 ， 使 所 述 的 p 必 属 CC!， 则 有 

1p1 <Cilglo +hlS ply}, (9) 
选择 gwy 如 上 上， 得 1 


oslo | (CE) las (| 2(§) lds ce 


表 (9) 右 边 当 ww = py 时 具 芥 OC8*) = ol187|). 
当 一 方面 ， 上 由 Parseval 等 式 有 


{farisDiig da fecesh, 
上 式 左边 大 于 量 
革 .GEr18+5D9 人 人 


四 (站)| E36 一 oo 时 的 极限 值 不 为 零 ， 这 个 


而 由 于 | ，_， 
量 至 少 只 阶 O(1841)。 所 得 估计 与 (9 矛盾 。 故 引 理 真 。 

引 理 8 设 S E #7’ 可 北 ， 开 为 R" 中 任 一 紧 集 ， 则 存在 常 数 
C 及 以， 使 (6) 成 立 ， 

证 人 先 证 明 一 个 辅助 的 不 等 式 ， 设 (2)，G(z) 及 全 (他 在 


可 “这 个 引 理 与 哈 法 问题 无 关 . 这 里 提 到 它 ， 为 的 是 揭示 可 逆 分 市 的 性 质 - 
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C" 的 某 球 121< 玉 中 解析 。 着 在 此 球 下 Ts 1Gi< 总, 出 


证 


[二 | <4B [GO Ce+teD AR ， 
Eb (10) 
不 妨 设 4 = 已 =1 (不 然 搞 已 = AF 1,，G = 了 Ci， 可 达到 目 
的 )， 并 在 一 维 情形 证 明 。 于 是 | 
IF (2) 
G0 [< -Tota (1) 
对 正 调和 丽 数 一 Jn| GCz) | 应 用 Harnack 不 等 式 得 


-laiG(z)| < R11G(0)1， lzi<R, 


或 
aE) |<IGCOO I en met, lal<R. 
结合 (11) 即 得 (10)。 由 (10) 可 挫 知 : 车 ,G, 二 都 是 整 讽 数 ， 


则 对 每 个 r 之 0 有 


F(z) 
GCE) [<, Sup. Fe) SpE) 1/ 


[gp , 1G (12) 
事实 上 ， 取 尽 = 3r 并 平移 华 标 原点 于 球 jz 一 上 | <r 中 点 56， 再 应 
用 (10)， 即 得 (12)。 
更 在 证 明 引 理 。 取 pEC3( 氏 ) 没 六 为 某 个 非 负 整数 ， 记 
% = So9， 有 关上 = SCE) P(E)。 对 与 N 有 关 的 菜 个 常数 CC， 
有 
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[BE Cen ne (1 + Elw， 
这 里 R= sup|x|， 吕 为 stpPpPS 沿 六 平移 所 得 点 集 。 应 用 (12) 而 
取 r = 411n(2+ 151)， 并 注意 据 可 逆 人 性 定 义 1，S 具 性 质 (7)， 
故 对 实 药 皇 有 有 
[GOS sup,,, (Wo, sup SC) (As = 1 


另 一 方面 ， 几 2 ,3.4C25) 知 
1SCa) | Cem ma (1+ 12|)®, 
故 得 
[PE SCI + ED Nyy, EER,, (13) 
k=4R+tH)A,+B+24,. 
取 六 >>&+m， 由 (13) 及 互 变换 反 转 公式 知 (6) 成 立 : 


lg = 由 sup || océ)err:ds 


人 ， ， dé 
or ely ITIE ECs= CS + ply, 


至 此 引 现 证 明 完毕 . 
定理 3 在 卷 积 方程 (4) 中 ， 若 志 为 台 参 数 ， 且 含 缓 降 ， 出 


《4) 右 解 4Ee5 特别 若 FECT， 则 4ECi， 
证 ” 利 证 明 (13) 一 样 ， 可 得 


(Ale te Dem ee 
3 
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据 2.3.4 定 理 20， 知 是 某 个 4Ew! 的 变换! 特别 若 f E C7， 
SS 


财 《13) 对 任何 六 成 立 ， 于 是 # 的 各 阶 导 数 
1asarx)| = | /Sserrtdt 
1 [él® 
az Ve | cil 
存在 且 具 紧 人 台 ( 因 # E54 )， 故 WE Cs。 
推论 8”” 闪 性 质 SsaEcz 的 分 布 xE ce 实际 使 EC 的 充 
要 条 件 是 ，S Eee 且 为 可 道 的 。 
这 有 是 引 理 5 及 定理 3 的 显然 铺 果 。 
引 理 7 对 任意 两 个 域 人 2 ,oCR*"*， 若 3 的 储 算 子 3* 其 性 
质 ，2S*:DDf2) 导 #8(D1)， 风 由 DD(Q;) 到 D(Q1) 的 道 算 子 
S71 六 序列 连续 的 ， 即 ， 出 gj; 一 0( 在 D(CQs) 中 )， 有 3S- !m: 一 0 
《在 DCQ1) 中 )。 
证 设 天 ?为 虽 * 中 基 紧 集 ， 今 证 明 ， 存 在 紧 集 天 1: 王 忆 1 
磋 负 整数 &， 六 及 正 数 乙 。 使 


| fsa ASC 2 suplofllS :ply, 


1aisk KL 
¥YfES(D), PEDGDQL). (14) 
这 时 要求 supPPS*pCKK:。 记 这 种 9 的 集 为 加 ， 并 用 范 15:pl, 
确定 其 中 扼 冰 。 显 然 ，(14) 的 左边 对 连续} 而 据 假 定 ， 对 辐 
定 的 了 Eee(8) 有 HE as) 使 Su= 帮 (ff ,9)= (tt， 
Sp)， 价 得 对 Fp 的 连续 性 ， 拱 然 (7 ,PP) 分 别 对 三 及 op 连 续 ， 据 
1.3.3 定 理 11， 知 定义 于 x 区 上 的 双 线 性 江西 (fj ,8) 为 尾 体 连 


“) 元 引 理 5 中 定 。 
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续 的 ， 喜 (14) 成 立 ， 日 瑟 中 元 o 的 人 台 含 于 改 ,。 取 六 ES， 仿 
9=1f1 一 上 入) 21>htntl, 人 A= tt 
作 瓦 变换 得 
OE = 1+ 181:)1 F (8), 
故 每 个 9€ 5 可 表 为 (1 一 人 )!f， 且 fES, 用 | 191dx 售 计 


19(8)1, 用 | Er 了 (51ds 人 生计 19*f|， 可 得 生计 式 


» supl9°f |<C flgldz. 


J 本 1 二 下 


在 C4) 中 挤 w 为 (1 一 入)ig 得 
| opdx| <C NelaxlS-plys:3, YoEB, gES. 


这 里 CC 为 男 一 常数 (下 同 )。 记 N' = 入 +2j， 由 上 式 知 
lpl CIS phy, . 
YoED, 1=1,2,.. 
lopl < CS pw 
这 些 不 等 式 及 中 中 元 PP 的 癌 会 于 天 ,一 道 正 表明 3"!: 在 D 上 为 序 
引 理 8 SS"! 为 序列 连续 算 于 的 充 要 条 件 是 ，1) 对 每 个 紧 
集 开 : 咏 吕 :， 有 紧 集 天 CCQ!， 使 由 PEDCB1) 及 suppSweC- 
其 ,推出 suPp9 志 太 1 2) 对 每 个 紧 集 太 1 广 介 ,， 窑 在 常数 C 及 
六， 使 
lol Cowly. vowEDCEK.). {6) 
证 ” 若 1} 不 成 立 ， 则 有 列 { 雪 ;} 己 D( 人 1)， 使 suPPS*pj 仿 
于 五 但 所 有 supTypj 不 同 售 于 吕 ; 的 任何 紧 子 集 内 。 取 4y 记 0 
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充分 小 ， 合 ay 5 的 7 阶 以 上 导数 的 绝对 合 < 这 时 Svaygy 


0 而 齐 {ajwi} 不 在 DOR) 中 收 伊 ( 因 sup8 gjPj 不 同属 于 国定 
紧 集 })。 同 样 ， 营 2) 不 成 空 ， 可 得 类 似 的 藉 居 。 必 要 性 得 证 。 
至 二 充分 性 、 由 绚 理 了 的 证 明知 为 显然 的 。 
定 尽 2 并 集 奢 (人 1, 乌 ;) 冰 满 足 条 件 
+ SU 一品 ， 
及 引 理 8 条 件 17， 印 称 为 8 吓 的 。 
定理 4 2 :2 = 80(0Q1) 的 充 要 条 忻 是 ，S"! 为 这 列 连 
证 必要 性 是 最 然 葛 ,因由 3 ret;) =@(tt21) 知 有 
S30D (C022) 二 #5 (91)， 而 所 引 理 7Y， 即 得 S77 的 序列 连 绫 性 。 
上 及 之 ， 由 37 1! 的 存在 性 及 序列 连续 性 , 知 对 任 向 f E209:) 
及 ppE (21)， 出 恒等式 
Cf 8) = (S71f,y) 
定义 基 个 EF "(Ds)。 今 
(Sa p= Sp) = (4,P), 
故 = S51vp， 击 此 知 实 际 属于 #0Qs)，。， 因 为 50C021) 中 任意 
元 ， 破 S**e 002,) = (1), 
推论 4 ”定理 4 中 的 条 柱 


(= 01) {15) 
可 换 为 等 价 的 条 件 

SS" DID) PDE), C16) 
或 

门人 2) 地) (17) 


催 实 上 ， 有 显然 有 (15) 汪 (16) 呈 (17)， 而 由 定理 4 知 (17) 壤 
SS" 1 的 序列 连续 性 ， 司 涤 正 是 (15}) 成 立 的 讽 分 条 件 。 
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定理 5 由 S zf9a= 加 ( 介 1) 知 卷 积 方程 (4) 站 /中 可 
解 ， 随 之 除法 问题 (5) 在 全 * 中 可 解 。 
证 ”由 (4) 启 对 和 桩 一 个 PE 本 04) 等 式 
(fp = Cu, py = (HS*p) 
年 六 3 加 (s) 上 的 -- 个 广 隔 #9 既然 (01) = 516(02)， 
琶 # 为 (81) 上 也 ， 且 S+w = 了 了， 即 (4) 可 解 。 由 了 于 下 变换 为 


@' 及 台 ! 间 的 拓扑 辐 构 ， 故 (5) 也 可 解 。 

注 3 本 段 标题 足 注 所 引文 章 中 ， 还 讨论 了 其 它 空间 的 卷 
积 方 程 的 求 钥 问题， 并 阅 述 了 域名 ;及 人 4; 的 凸 性 结构 关系， 这 
篇 文章 可 作为 以 整 函数 相 除 的 除法 问题 的 总 结 。 

关于 以 广西 的 除法 问题 ， 除 2.8.2 注 1 中 所 提 到 Malgrange 
及 Ehrenpreis 的 工作 外 ， 可 参看， 

S,Lojaciewicz, Studia Math. 18C1959)87—136 

B.II. Iarawomros, AH, 14(1961) 1302—1305; Mat. 
CH. 60C1963) 270 一 2923 YMH, 18:2C19683)164—167., 

DB.E.Rosinger, Pacif. J .Math., 66(1976)257—263, 

B,Gramsch, R.Wagner, Manuscripta Math.21(1977) 
25 一 下 2 

M. F. Atiyah, Comm, Pure Appl. Math.，23《【《1970》 
145™—150. 


2.6 流 形 上 的 分 布 


在 本 章 最 后 ， 简 单 地 介绍 一 下 流 形 上 的 分 布 ， 
2,6.1 定 尽 
先 回忆 一 下 所 谓 流 形 ， 指 的 是 具 无 穷 可 微 结 构 〈 等 价 的 
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C" 图 集 类 ?的 有 限 维 (na 维 )、 次 紧 、 了 ,拓扑 空间 开 ， 其 上 C “图 
集 wr 是 细 图 {CU ,wy} 的 集 ， 由 于 次 紧 性 ，{U jy} 可 取 为 村 的 可 
淹 的 、 局 部 有限 竟 开 覆盖 列 ， 快 射 gjy :Uj 二 PyCUy)CSR* 上 大同 
胚 上 映射 ， 且 过 全 上 映射 

Po FR Pa NU > UR EE" 
为 习 " 微 分 同 蚂 (所 谢 的 相 容 性 览 求 )。 

在 定义 流 形 上 的 分 布 之 前 ， 先 提 一 下 分 布 的 变量 代 换 。 设 
UTCKn> 玉 一 及 "为 CC 微分 回 胚 。 通 党 函 数 o5x) 的 变星 代 换 
定义 为 9 =ge3 1 而 分 布 f 的 变量 伐 换 则 旭 下 定义 

Cgf ,py = (fg gdetgl)y = (fldeto .go 9). 《1) 

设 .xf = {Uy,7)} 为 可 上 图 集 ， 村 上 的 分 布 1 用 R* 中 如 下 
的 从 布 到 {上 定义 :fi ED' py C07)) 明 微分 则 及 gy 。 PE! 以 
如 下 方式 作用 于 产 ， 

fi= (pio ED (fp UN ULE), 
车 . 替 = {Cj ,六 )} 为 什 上 等 价 于 的 田 一 图 集 ， 且 RK" 中 分 布 
列 {194} 上 其 性 抽 

8 = (区 《在 六 让 V;) Et), 
刚 称 {91} 与 好说 定义 同一 分 布 ED’' CMM), 不 难 核 验 这 个 关系 
是 一 个 等 价 关 系 。 于 是 可 理解 M 上 的 分布 空间 D”(W) 为 R* 中 分 
布 列 {fy} 的 等 价 类 的 空间 ， 

光伏 地 可 定义 向 量 从 rz: 了 三 一 好 上 的 截 口 分 布 。 设 典型 弛 维 
百 为 有 限 维 实 向 量 空间 只 !。 对 好 上 图 集 巡 =1CopDjs 出 
(xsen) 一 pity) 9tf2)e2r) 确 定 的 贞 射 

Das aU ptU) xR! 
为 C" 微 分 同 有 凸 ， 这 里 ez 为 x*€ 训 处 红 维 上 某 元 ，9814%) 为 点 * 钼 
奸 维 空间 的 某 给 年 钱 性 变换 ， 
设 记 = i191 上} 为 R* 中 开 集 Pi) 内 的 通常 分 布 
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列 ， 而 使 - 
和 = (po PT NG 97 (站 wy (Us NU LE), 
可 看 出 (9;。970)f i 是 《Ut 站 UV) 上 的 一 组 1 个 通常 分 布 ， 而 
廊 则 是 由 它们 经 变换 py 。 pi! 得 来 的 定义 于 qj CU 人 Uy) 的 一 
组 了 个 通常 分 布 。 
向 量 从 x， 瑟 二 订 的 截 口 分 布 定义 为 上 述 具 i 个 分 量 的 列 
{f1} 的 等 价 类 。 等 价 关 系 和 标量 分 布 一 样 引进 。 列 {fy} 称 为 
分 布 1 在 细 图 (U; ,1) 中 的 分 量 列 。 裁 曲 分 布 空间 记 作 D’ (NY， 
五 )》. 

例 1 对 流 形 训 的 切 从 TM 以 ， 其 上 截 口 分 布 ? 在 细 图 (UU ,9) 
中 有 # 个 标量 分 布 01 ,… ,vs 作为 其 分 量 。v 关 于 甘 一 细 图 (U7， 
9 站 的 分 量 01,… ,04 与 分 量 0;,… ,vs 之 间 存 在 关系 


vi = (pop) (2 7f) (在 UNU' 中 )， 


* 及 Xx! 分别 蚌 U 及 U' 中 的 局 部 坐标 ， 


2.6.2 流 形 上 的 积分 

为 了 深入 理解 流 形 好 上 检 试 函数 空间 的 对 个 空间 ， 须 先 定 
义 流 形 上 的 积分 ， 

对 于 具 紧 台 的 连续 本 数 廊 玉 "> 尺 ， 在 经 典 分 析 中 理解 定 积 
分 信 cedx 为 含 sappf 的 任 一 矩 沁 上 前 Riemaan 积分 ， 且 其 什 
与 所 选 逢 抉 无 关 ， 

定义 1 设 口 为 R" 中 开 集 ，w E09*(U) 且 具 紧 台 。 著 关于 
R" 中 标准 基底 有 

DH) = D9 -Ko dx 人 dx 

= On dw A A dx 


= T1960 ， 


CD v4uEU. 


《el 80) 为 标准 基 府 ， 于 是 定义 @ 沿 口 的 积分 为 
| w= nl { nd dxn. 
bi vu 
为 挤 广 积分 定义 于 流 烧 ， 须 建立 变量 民 挤 车 则 ， 为 此 引进 
如 下 慨 念 。 
定义 2 设 癌 及 六 都 是 * 维 可 定向 流 形 ， 分 细 具 体 元 au 及 
呈 8g。 著 映 盘 天 到 -> 家属 C<， 则 使 
fn= 《dettol on Ff) du 


成 半 的 险 一 CC “函数 det opow 了 EF C4) 称 为 了 (关于 ou 及 
mm) 的 行列 式 。 范 产 时 一 邓 ， 刚 简 记 这 个 行列 戒 为 detpuf。 

定理 i 设 口 及 了 为 R" 中 开 集 ，f :UU 一 广 为 保 向 微分 同 县 
〈 保 向 性 指 广 (Com ELQwJ)。 车 EQ"tV) 且 具 紧 训 ， 则 抑 射 
天 的 象 大 oEGTC 也 具 紧 台 ， 


[oe 


证 入 mw = Hl dX A A dn 3 据 定 义 2 有 
fw= Rl? fdeto fs 


dx A dn 
因 了 为 征 分 同时 ， 旋 1*@ 也 具 紧 台 。 可 基 
| = oo of) 《deto DGA pqxa， 
再 保 商人 性 知 deto, 芒 >0。 用 有 限 个 球 履 次 suppa， 可 应 用 通常 
的 积分 变量 变换 公式 
|， ad fo of) (deta 月 dzwaxn、 
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这 表明 |f*%= [6. 

定义 8 ” 设 肝 为 x 维 洲 形 ， 且 具 定 向 [Q]。 藉 w E 0"(M) 且 
上 其 紧 台 KCU， 而 (如 ,9) 为 正定 向 细 图 ， 即 9.CQ1o) 等 价 于 标 
准 体 元 Q,， 划 可 定义 在 流 形 上 的 (局 部 ) 积 分 为 


| =- | ,Cola， 
Ur = CR". 
定理 2 设 wE LMM)， 且 紧 台 suppPw= CUNK, (U; 
四 及 ( 扩 , 太 ) 为 加 工 二 正定 向 细 图 ， 则 有 
{0 [2 
证 取 f=poyis VxU, 出 f= (og!) = (We 
gg" !) ,， 由 定理 1 有 
oo10) = [Ge 0 .pol = fo, 
据 定 义 3 知 定理 成 立 ， 
这 个 定理 吉明 |% 的 定义 与 正定 向 细 图 的 选择 无 关 ， 
定义 4 设 用 为 定 间 流 形 ，ww 为 由 正定 向 细 图 组 成 的 图 
集 , 卫 = {UU 0 ;95)} 为 相应 的 单位 分 解 ， 定 义 @ 沿 村 的 (全 
局 ?积分 为 
| =- 工 | yi? D1 = 1D (2) 
Ej i 
定理 8 _ 1) (2) 右边 的 和 仅 含 有 限 个 项 ; 


2) 对 性 何其 它 正 定向 细 图 图 集 及 相应 单位 分 解 RQ= 
{CF 0 有 公司 的 值 


[of 
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这 个 值 称 为 @ 沿 流 形 M 的 定 积分 ， 记 作 区 
证 对 任 一 点 mE M， 存 在 部 司 避 ， 合 只 和 布 限 个 多 在 
局 ,上 不 为 堆 ， 因 suppa 为 紧 集 ， 可 出 有 限 个 这 种 邻 域 覆 盖 ， 
帮 (2) 的 才 边 的 和 中 只 有 有 有限 个 项 不 为 堆 。1) 得 证 。 为 证 明 22)， 
注意 画 数列 194pf} 上 只 性 质 ， 对 所 有 的 点 zE 对 ， 除 有 限 个 指标 
组 合作 ， 帮 外 ， Jp = 0, BY gt;=1, 于 是 得 
| 


[2= 》，1g4o = Thy groy (io= fo. 
二 t | 了 & 


定理 4 设 好 及 站 都 是 n 维 定 商 流 形 。f 并 一 六 为 保 疝 的 
徊 分 同 旺 ， 若 mE OCND) 具 紧 癌 ， 则 f°* 吕 亦 然 ， 且 存 等 式 


Es fa. 
证 因 suppfa= 六 Hsuppo), 故 为 紧 集 。 设 1C ,p41)} 
为 正定 向 组 图 图 集 ， 了 = {gt} 为 相应 的 单位 分 解 ; 则 {C0 1)， 
pro 了 于 泥 入 上 正定 向 组 图 图 条，Q= {9;。* 下 为 相应 的 单 
位 分 解 。 于 是 有 


lo= | 


= pdf) ,Lg fe] 


(on gfe = RC 
= {ee fg ef)o 
Ff 


= 于 je = =- =， 


这 里 用 到 关系 f* = (ff 1)，。 
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定义 5 设计 为 可 定向 流 形 ， 人 为 其 上 茶 个 体 元 , fE 
多 《上衣 ) 且 其 紧 台 ， 可 定义 1 关于 各 的 积分 为 


FJ 


2.6.3 张 量 分 布 

有 一 和 等 价 定 久 ， 把 五 (好 ) 作 为 流 彤 时 上 具 紧 台 的 忆 " 冰 
数 空 间 DCM) 的 对 个 空 间 ; 把 D'( 放 ,二 ) 作 为 的 在 好 中 具 紧 
人 台 的 0" 裁 口 空间 DCM ,五 ) 的 对 偶 空 间 ， 而 不 是 如 2.6.1 中 那样 
用 分 布 的 局 部 表示 列 ， 利 用 对 侦 性 ， 特 别 还 可 定义 具 给 定 类 型 
的 张 量 分 布 的 空间 ， 为 此 先 赋 邓 流 形 帮 一 个 C” Riemann 度量 
EFM)， 即 :为 二 级 共 灾 瑟 最 ， 且 对 任 一 点 WE 凡 ， 它 
是 对 称 及 正定 和 的。 空间 D(C, 如 ) 及 D' (ME) 应 不 依赖 于 的 
选择 。 利 内 这 个 Riemanun 度量 ， 可 引进 半 范 列 ， 但 涉及 共 变 
导数 。 设 让 上 曲线 C(s)= (C410),Ca(08)) 过 点 x*= Cs 及 
点 y= Ctss)。 记 Tz(8s ,8514 为 张 量 # 沿 曲 线 C 由 x 移 到 > 所 得 值 ， 
则 ! 沿 CC 在 点 x 的 共 变 导数 定义 为 
rspss Hx) -2 


Ss— 5 


vis Lim 
r 
(。 ) 型 张 量 在 点 x 关于 上 度量 h 的 长 度 |i《x) | 定义 为 (用 坚 指 你 作 
和 记 法 ) 


1 区 xD) 1 = | | 二， R=r+ 3s, 


t 的 分 量 的 指标 可 通过 度量 疡 上 提 或 下 落 ， 例 如， 
二 二 Er+l 
3 


| 
fj ds = fs 
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di dr 站， 
Fyfe teri™ fi ski js+L. 
这 里 入 (i) 为 基本 度量 = 4 和 4y} 的 族 
shi = oF, 
由 二 的 正定 性 及 对 称 性 ， 道 hr! = {和 让 本 在 。 
于 是 可 对 潮 上 C* 张 量 坷 | 进 兴 范 列 : 
px nl) = Zsupl Vt(x)|, m=0, 1,2,. 


下 为 站 任 一 紧 集 、 故 站 上 所 有 光 穷 可 微 的 8 级 张 量 作成 一 个 
Fréchet 人 间 ， 记 作 #F GM ,G9*)， 类 人 毁 地 可 定义 具 紧 各 必 的 名 
级 C" 张 最 的 玉 空 间 品 {( 太 , 的 站) 及 其 并 LF 空间 DON ,外 *). 

oe ;定义 为 DOM ,2*) 的 
对 扬 人 组 间 。 例 如 ， 局 部 工 可 积 的 张 最 了 (x) 可 作为 正则 的 张 量 
分 布 ， 丰 划 下 下 关于 DO Goh) 中 的 张 是 

T=| (TX), Hx)I NNR, 
bi 
上 1 7 了 

其 中 (FT(x)，&z)) 为 张 重 内 积 了 于 和， 而 加 其 为 


好 关于 Riemann 度 量 # 的 体 元 
nn= Ax) | dx. 六 人 Sn 
DD ( 计 , 的 *) 中 所 着 也 可 出 如 下 的 半 范 族 确 定 
paCT) = [站 [ED 全 
可 定义 R 级 张 量 分 布 了 的 共 变 导数 为 &+ 1 级 张 量 分 布 V 全 
《YY 了 :的 = 一 (人 PT》， 
其 中 由 Yi 为 继 量 ! 的 纺 积 ， 在 局 部 促 标 下 为 


下 和 的 [ 


(TD Tt ， 
Yi 为 沿 第 7 个 党 杯 的 划 变 微分 算 子 。 


* 198 = 


2.6,4 流 与 密度 
斜 对 称 的 张 量 分 布 称 为 流 (current)， 这 个 张 量 的 级 中 称 为 
流 的 次 数 (degree》)， 而 n 一 上 则 称 为 这 个 流 的 杂 数 。 例 如 ，# 型 
式 w E22YCHU) 如 下 确定 一 个 8 次 (n 一 卡 维 ) 的 流 
00,0 = | eAe， YE DM, ®"-r). 
零 次 流 正 是 标量 分 布 ED’(C 计 )， 而 扩张 了 零 型 式 概念 ， 扩张 
# 弄 式 的 流 称 为 密度 ， 它 和 测度 ( 体 元 ) 一 祥 变 换 


Q(x dx dxs = qx) | Ox 


Ox’ Ga 


Ox 


这 里 x 及 x 是 送 合 覆盖 U 站 太 中 的 两 组 局 部 举 标 ,| ;53 | 为 变换 


的 Jacobi 行 列 式 的 绝对 值 . 一 般 地 说 ， 训 上 的 gq 阶 密度 是 在 局 
部 坐标 下 服从 如 下 变换 规律 的 ”次 流 


7 7 ox | 
ar Cx) dxt..dxt =a(%) | 党 ax ax。 


xz 阶 密度 也 可 看 作 噶 上 一 维 处 ( 线 失 )49e 的 截 口 ， 这 线 具 由 迁移 


例 2 设 5 为 R" 中 #-~1 维 子 流 形 , 涛 从 由 方程 x, = 0 确定 ， 
则 S 上 的 Dirac 测 度 6s 如 下 定义 


CP 
着 S 由 光临 界 点 的 C! 画 数 f(x) = 0 确定 ， 则 ds 定义 为 
C68,9) = | ee ， 
o 为 8 的 Leray 型式 ， 而 由 下 式 确定 ， 
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df Am= dx A A dx, 
因 f 了 无 临界 点 ， 太 S 上 每 点 的 邻 域 中 ，@ 可 表 为 下 列 等 价 表示 之 


四 
1 


(af! .. 
0 = 澡 -) dx dn 


= DY) dx A Nd 
帮 9s 响 3 上 的 密度 . 
最 后 提 一 下 流 形 上 的 线性 微分 算 子 ， 作 用 于 间 上 R 级 张 量 
分 布 了 的 f# 阶 线性 微分 算 子 工 是 线性 映射 
IL: DCM ,> DM ,多 3?)， 
二 的 具体 表示 是 
ZL 了 -> 了 Gil71 了 ， 


[Em 
其 中 si 是 好 上 向 显 扒 的 C" 截 口 ， 这 向 量 有 从 在 点 x 的 纤维 是 线性 
映射 空间 
ZOTAM) TR [TANM)T). 
这 里 [多 了 -0 7) 表示 ;全 切 空间 7 了 -对 的 张 量 积 . 
例 $8 Lie 导数 
Vg hs 站 人 人 因 中 > 有 (开罗 3 
在 局 部 坐标 下 定义 为 (8 为 总 上 Riemann 度 量 ) 
【多 (FT = VV + YiVs, 
为 向 量 ， 足 标 表 示 分 基 狂 号 ， 
例 4 外 导数 


dd Ww—> 0 (do)! 1 = (1 cs 1 


本 节 囊 材 了 于 Y, Choquet-Druhat et al., Analysis, 
Manifolds and Physics, IVB1, YIB8., North-Holland, 
Amsterdam, 1977, 
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and Kernels, Academic Press, New York, 1969. 


"198* 


35. 拟 微 分 算 子 


从 历史 的 前 度 看 ， 拟 微分 算 子 是 琳 异 积分 算 子 与 近代 
Fonrier 分 析 相 结合 的 产物 。 虽 然 量 在 三 十 年 代 由 于 研究 椭 回 
型 偏 微分 算 子 的 演 值 问题 已 导 殖 奇异 积分 算 子 理论 的 深入 研 
完 ， 但 所 微分 算 子 概念 的 正式 提出 及 夫 理 论 的 系统 建立 ， 则 是 
六 十 年 中 期 才 开 始 的 。 

从 迎 辑 的 角度 看 ， 拟 微分 算 子 也 可 以 看 作 是 线性 偏 微分 算 
子 的 推广 ， 是 微分 算 子 与 积分 算 杆 蛮 更 高 层次 上 的 统一 。 这 种 
推广 和 统一 的 关键 在 于 线性 偏 微分 鼻子 的 Fourier 表 示 。 

设 域 和 CR"。 考 虑 信 上 的 线性 偏 微 分 算 子 


Px,D)= YY ga(x)D", ga(x) EC XY. 《1》 


记 w(x) EC3( 半 ) 的 Fouricr 变 换 为 尼 6)， 由 反 转 公式 有 ， 
CO [uDetsigs, ES- (mrrds (2) 
于 是 可 得 算 了 P(x, 卫 ) 的 Fourier 天 示 
Pixs Du= erstP (x, 6) (BEE, (3) 


或 Pex, Du= ete! PCr, u(y)d ys, (3’) 
其 中 
己 (x， = 了 ， de CY Ee, 


芍 为 算 子 卫 (x, 吓 ) 的 符 征 或 金 符 征 ， 而 
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列 称 为 算 子 卫 移 主 符 征 。 它 们 在 线性 偏 微分 子 算 子 理论 中 起 着 
十 分 恒 要 的 作用 ,. 特别 , 算 子 了 的 转 置 算 子 t 呈 , 伴 算 于 了 "以 及 两 
个 算 子 忆 C(x, 加) 及 口 Cz 用) 的 合成 算 子 忆 。Q ,部 订 道 过 符 征 的 
简单 运算 来 表达 。 : 

所 请 执 微 分 算 子 ， 就 其 实质 而 言 ， 是 将 式 (3) 或 537) 中 关 
于 上 的 多 项 式 Pfxr, 缚 推广 色 更 广泛 的 一 类 丽 数 时 所 得 的 一 类 算 
子 ， 

这 种 推广 当然 不 是 湿 无 边际 的 。 一 方面 ， 它 必须 保持 线性 
偏 微分 筑 子 的 某 些 重要 性 质 ， 例 站， 关于 转 置 、 伴 随 及 人 台 包 等 
运算 应 当 是 狠 闭 的 ， 特 别 应 能 定名 所 微分 算 子 前 符 征 ,而 且 上 
述 几 种 运算 可 通过 符 征 的 运算 来 实现 ， 另 一 方面 ， 为 了 研究 的 
和 需要， 应 期 望 尽 可 能 多 的 线性 偏 微分 第 子 的 “ 道 算 子 ” (如 果 
在 在 》 包 但 在 挫 广 后 的 算 子 类 小 。 这 两 方面 的 要 求 是 相互 康 
制 的 。 出 于 俩 重 面 的 不 同 ， 引 出 不 同类 型 的 拟 微 分 算 子 ， 而 表 
理 平 把 关于 研 的 多 项 式 类 局 (x ,与 推广 到 怎样 的 画 数 类 。 

本 次 让 要 介绍 L，Hérmander 所 引进 的 执 报 分 算 子 类 
了 8 :(X)， 琴 答 征 属于 函数 美 58 go(X xRR、)， 确 切 会 闵 将 在 
以 后 给 出 。 所 更 有 的 各 类 执 微 分 算 子 看 ， 上 述 两 方面 的 要 求 在 
类 3 ,CY) 中 得 到 比较 均衡 的 满足 。 因 此 ， 掌 握 本 章 的 内 容 ， 
将 有 上 山 于 研究 更 复 妇 或 更 特殊 的 氢 微 分 算 耳 类， 

拟 币 分 算 子 的 出 现 ， 为 研究 一 般 线 性 凯 被 分 算 子 提供 了 一 

个 有 力 和 方便 多 工具 ， 在 共 本 上身 的 研究 中 也 产生 了 许多 有 独立 

说 义 的 新 课题 。 但 并 寻 理 像 流动 方程 - -类 方程 的 厂 关 问题 时 。 

它 的 作用 受 妆 了 了 限制。 为 了 解决 这 个 困难 ，Hé6rmander 于 七 

十 年 代 初 引进 Fouricr 积 务 和 锣 于 并 作 了 系统 研究 。 粗 略 地 说 ， 
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Fourier 积 分 久子 是 在 氢 匆 分 算 子 前 盐 确 于, 又 把 式 (C3) 或 (37) 
中 的 六 x ,和 或 (x 一 y, 丰 推广 到 森 类 国 娄 ip (x ,或 ip (x y, 6) 
而 得 的 一 类 算 廊 因此， 报 微 分 算 子 是 Fourier 积 分 算 子 的 特 

基于 Fourier 积 分 算 子 的 重要 性 以 及 它 与 拟 微 分 算 子 的 密 
场 关 系 ， 布 章 将 和 光 简 要 名 介绍 Fourier 积分 算 子 的 概念 及 其 局 
部 理论 ， 然 后 看 出 氢 丽 分 算 子 。 


3.1 据 小 积分 


3.1.1 本数 类 S33， 


定义 1] 证 域 CR*，m,p,6 都 是 实数 ， 恒 0p,$ 亏 1。 用 
全 (这 xXxRRy) 记 折 有 其 如 下 性 质 的 函数 alx, 人 外 的 集合 : a(lx，。 
人 EC x Ry) ,并 且 对 任 二 指标 织 x ， 有 及 任意 紧 集 到 二 区， 
存在 常数 Ce as km>0， 使 下 列 优 式 成 立 ， 
lassace, 0) |< Ca an rtl+ 0D™ -eet 1) 
VOD EK xRy 
注 1 若 存 在 某 常 数 ro 汪 0， 使 (1) 仅 对 满足 XE 上 且 18| 汤 
的 (%, 加 成 并 ， 则 称 a 关 于 大 的 18i 属 于 SF so x Ry)。 
注 2 着 有 信人 参 变 量 TETCR! 和 的 一 族 函 数 gx,0)E 
SE ,CX xRw) , 且 对 于 上 邮 族 中 的 所 有 ar; 式 (1 中 了 的 C。s x 可 取 
得 与 无 其, 刚 称 cy(x ,分 关于 rE 交 一 致 地 属 SS (XX xRy)， 
类 贷 惠 可 定义 q+ 关于 大 的 101 一致 地 民 杆 SY ,CY x Ry)。 
今后 让 不 敏 避 起 泥 淆 时 ， 把 SP ,CX x Ry) 得 记 为 SP p， 


SH ,= U DE 
m 三 RR 
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Sp”a = NSs 4 
mER 
Sm= Sm 
容易 核验 38. ;的 下 列 性 质 : 
1 车 mm’，p 庆 p?，6<<87 ,出 
ST oCCSImi ss. 
2) 车 9 ED a9 DEP/s, 则 
GBP 和 由 和 
Ct+bESEs, hr= maxtm,m"y). 
3) 若 a ES os， 则 DEDEaE SP +t, 
例 1 说 所 为 非 负 整 数 ，Ba(xz) EC”CY)，|al<m， [ny 


HD gar OE SX x RY)., 
例 2 设 mE 天 ,0E 中 wy 则 
Ort 0D"E SR xRy). 
例 3 设 fxX， 四 EC*[X XRD， 了 关于 0 为 正 齐 人 次 
的 ， 序 ,对 每 个 >0 及 (%, 外 扎 泪 xRw, 有 
Fx,10) = "f(x,0), 
则 关 二 大 的 1 由 ， 帮 ES 车 fEC"(X xRy)， 且 关于 大 的 
81 是 9 前 下 齐 m 钦 函数 ， 即 存在 常数 r 汪 0， 当 XEX ,08ERy; 
181 >r 时 ， 有 
frst0) = tn Cx, 0 fo0, 
则 了 ES 
例 2 开 几 数学 好 纳 法 建立 咎 式 (1)? 而 获 证 。 下 而 给 出 例 3 
的 后 半 部 证 明 。 记 
wr = {0 | 及 [<rs ERy}, Sr = Omr, 
对 每 个 贱 集 KC， 下 EK x (RyNG) EB tO 守 r 时 ， 
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应 有 
(DEDEFY (Yi = tm DE DEF tx,t). 


特别 取 {= To 可 得 


DgDE/ Cx, 01 = 人 (人 


DZDEA (x (= 可) 


Cm (1 + 1 )™ sup) DSDEf x, 0) | 


= CC p. gC ID a, 


2 DIDsf x, 
记忆 和 a «sp 了 和 ) | ， 仿 CC。 存 ， 下 二 上 LSXKC ,Cr) ， 
则 当 (x, 6) EX xRw 时 ， 有 
DSDEF Cx ,0 Ta, gp git Oo!, 
故 了 E Sm。 


例 4 设 /( 人 EC3CRm)， 卫 当 191< 广 时 为 1， 当 19|>>1 时 


为 零 ， 对 atx,B) E59 CX XRw)y， 记 
bx = (ed atx, 0), 
则 Bs Cx, 站 关 汗 2E€E (00,1) 一致 地 局 于 S73, ,CX x Ry)，。 
事实 上 ， 记 C= 了 (Ee 的 。 山寺 A C9) ES (xRRy)， 有 
| DIf 01 = CDE Ce el C+ | edly 
set 
其 中 性 与 瑚 美 ， 玻 六 《的 关于 seEt0， 世 一 残 地 属 于 S'CXY x 
1] 
= 了 ea 关于 e © (0,1) 一 致 地 属于 ST eC xRy), 
顺 杠 指出 ,前 然 对 每 个 e€ .00,1) 有 Le ES-“, 担 是 并 非 一 - 致 
地 属于 S-”, 甚 至 并 非 一 致 地 司 于 SB ,Cm <m)， 
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3.1.2 振 水 积分 及 其 正规 化 
定义 2 讽 实 但 丽 数 pz ,的 EC x (RWN0)) ,关于 9 为 正 
齐 一 次 ， 捍 当 8 关 0 时 无 临界 点 ， 即 ， 
0 9= Pe,s ens Pes sen (V0), 日 尖 间 ， 
旬 称 wp 为 位 相 冰 数 ， 简 称 为 位 相 {(phase)- 
定居 3 疗 G(X:0) 人 Sa 人 XU， p(X,0) 为 位 相 ， 则 称 
积分 


Iolow)= [fer® te 12 0%,0)u(x) E09, uvECIX) 


(2) 
为 振 薄 积分 ， 称 a 汶 其 据 幅 ，ww 为 其 位 精 ， 
注意 式 (3) 在 通常 意义 下 可 能 是 发 藤 积 分 。 下 而 通过 正规 
化 来 同 凶 它 一 种 确切 的 意义 。 为 此 ， 先 证 明 下 面 的 引 型 。 
引 理 1 设 m(x 的 是 定 光 于 二 x 民 y 的 位 相 函 数 ， 则 存 在 一 
阶 线 性 微分 算 子 


| 必 - 
L = 号 ct， O39 + bre 0) ye ols, 9) 
满足 条 件 ， 
1) GE = Ns; OES R=1; NCEST!, 
2) 车 定义 的 转 置 算 于 江 如 下 。 
fu vd 9 
= 一 0 a HH) 十 CH， 


Ke-l 


则 有 


4ZLetp = ceie 
证 首先 注意 ， 若 过 = 章 ， 则 4 = 工 ， 反之 评 然 其 次 ， 
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车工 的 系数 渍 足 条 件 1)， 则 把 红 改 写 为 通常 的 标准 形式 后 ， 其 
系数 也 广 足 条 件 1)， 反 之 亦 然 。 披 若 能 求 尝 菜 个 一 阶 竺 子 由 ， 
满足 条 件 1) 及 关系 Mei" = ei"， 则 工 =* 订 部 为 所 求 。 

村 可 如 下 求 得 。 出 


其 中 当即 由 最 后 的 证 等 式 定义 ,四 位 初 两 数 的 定义 知 # EC*CX 
x ( 民 y0)) 且 关于 98 是正 齐 一 2 光 移 ，- 帮 当 # 0 时 得 


ago 9 . 9 Om 9 i 
(19 了 


剩 下 只 须 消 去 上 式 左边 系数 的 奇人 性 ， 为 此 取 


» 1 

pa 当 | 纠 所 可 
r(DEC3CRD，r6)= | 

“0， 当 1g[>> 壮 ， 


必 


OP 


M= -i911 6 


f= 


+ Di) Bt 


k=l 
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显然 有 3fet9 = el?， 且 可 的 系数 消 足 严 求 1)。 试 以 三 -的 系数 
为 例 ， 进 行 验证 ， 吻 知 昌 191 ”3 分别 是 8 的 正 齐 一 2,2。 0 次 


疯 数 ， 故 此 乘积 为 正 齐 私 次 的 ， 于 是 一 i1 一 p19|? “小 关 于 


太 的 19] 为 正章 零 次 函数 ， 呈 在 半 xx 和 上 上 无穷 可 微 ， 由 3.1.1 例 
3 知 它 属于 5S "。 
注 8 蔡 p = (Poow) 太 0， 则 训 取 
290 日 


M= 2 il— ry 
天 7 3580 


这 时 二 = 94 中 的 系数 二 0， 玫 = 1 

下 面 应 用 强 理 1 对 (2) 进 行 正规 化 。 今 后 总 是 假定 p> 
él. 

先 作 如 下 的 考虑 ， 当 m< ~ 时 ， 积 分 (2) 在 通常 塌 义 下 绝 
对 收敛 ， 关 可 分 部 积分 。 把 et? = tLet? 代 入 ,进行 分 部 积分 ， 
并 重复 这 种 运算 1 次 ， 可 得 

Tolan) = |JeieLiCandr do. 《27 ) 

当 m 因 一 六 时 ， 昌 然 (3) 在 通常 彰 义 下 不 --- 定 收 敏 ， 从 而 一 

般 不 能 转化 为 (2’)。 但 容易 看 出 当 [党 + 人 二 | 时 ，s = 


min(n,1 一 6)， 有 
Li(an) ECE Sm lr Sar!, 
9 此 知 (2/) 的 右边 就 其 本 身 而 言 是 绝对 收 人 证 的 ， 于 是 可 记 这 个 
积分 定义 为 形式 积分 (2) 的 正规 化 。 为 了 说 明 这 种 直 规 化 定义 
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的 合理 性 , 必须 证 明 当 > 全 + 全 时， 而 (27 ;右边 给 出 芍 积 


分 昔 不 依 顿 本 算 子 工 履 笋 1 的 选择 。 下面 训 玉 证 归 这 一 点。 为 
此 ， 取 reg = rle9)， 而 r 为 3.1.1 例 4 中 的 jsE€00，1)。 记 
To eau)= | je reCJaCxyb)atxjdxgy， 


uECeX), 
本 箭 4 知 reat 关 于 eeE(0,1) 一 至 地 属于 5 ;:， 故 当 7 满 足 引 理 
I 的 条 件 时 ， 知 工 1rea2) 关 本 Er0, 1 一 豆 地 属于 98 ，8 = 


min(p,1 一 6)， 因 此 ， 当 过 tL， 


JeeLi(rean)] < CrCl +16)) MN’, K = supp 
及 Cg 为 不 优 琅 于 (Ee，x*， 提 的 正 数 。 于 是 由 袜 变 数 函 数论 中 的 
Lebesgue 控 制 收敛 定型 可 得 : 

limTo se Cas) = im :jeter Ireaudxdd 


-fe “lm! Cr. an)dxed jje: vLilauydx 证 日， 


人 ‘Caw dud = lim| [errr, audx eo (3) 


上 式 : 广 边 工 不 傅 开 ， 也 不 会 1 ， 故 左边 的 人 秆 实 际 上 不 依赖 于 工 
及 1、 

鸯 此， 可 以 合理 事 抬 式 (27) 而 边 定 这 为 哲 蔓 积分 (2 的 正 
现 化 。 今 后 凡 过 到 据 薄 积分 ， 总 理解 为 它 的 正规 化 ， 

注 4 也 厢 把 (3) 的 右边 定义 为 振 葛 积分 (2) 的 正规 化 ， 由 于 
式 (3) 的 左 廊 不 六 赖 于 +， 鼓 其 右边 亦 然 ， 所 以， 这 样 定义 的 正 
时 化 不 做 穆王 z 的 选取 。 式 (3 还 吉明， 这 两 种 亚 规 化 定义 是 完 
全 一 致 的 。 今 后 将 恨 据 不 同 的 关 梧 而 选用 其 中 的 一 种 ， 
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3.1.3 由 振荡 积分 定 忱 的 广 丁 
结合 式 (2) 中 的 位 相 w， 引 进 重要 点 和 集 
Co=1(%,0); XEX,IERAN0, poy=0,7=1,., N}, 
(4) 
由 于 go ;关于 9 是 正章 零 次 的 , 故 Co 是 Xx (Ry~\0) 中 的 锥 形 集 ， 


即 ， 若 (xyeo)ECe， 风 对 所 有 的 12>0， 也 有 (xoy 扫 ECw。 
还 可 看 出 ，C" 是 财 集 。 
记 r 为 自然 投影。 
mi XXCRANO)—T, 
即 蓝 C(x, 扑 Ex(Ry、0)， 则 x(x,6)=%。 记 
Sp= ACpy Nop= 人 A So. 

命题 1 对 固定 的 位 相 p 及 振 帆 s， 由 振 葛 积分 所 定义 的 泛 

畏 A 
{As4)= Toan), YuE BOX) 《5》 
属于 多 '( 文 )。 

证 设 函 数 列 {4i(*)} 忆 多 ( 革 ) 且 在 其 中 收 敏 于 零 。 据 
2.3.1 中 定义 ， 知 存在 紧 集 入, 王 到 ， 使 StppaiC 攻 了 =1;2， 
…， 且 ty 的 各 阶 导 数 当 j 一 oo 时 在 六 。 上 一 到 地 趋 于 等 。 仿 照 
3,1.2 中 关于 正规 化 的 讨论 ， 知 大 HG， 四 (xX)) 关 于 j 一 致 地 
属于 S371*， 和 且 当 | 充分 大 时 ， 有 

lim(CA,43) = Lim fewe Llcous)dxad 


= Jfere (a Lirca(x, Olimuy(x)ldx#0= 0, 
本 -em 


故 4E 更 亿 生 )。 
下 面 揭示 广泛 4 的 一 些 性 质 ， 
sa 208» 


定理 T sing suppACSy 


或 等 价 地 表述 为 
EC(Ro)。 (6) 
证 只 用 证 存在 函数 4fxz7EC“ (Re)， 佑 
Te(qa) = | 4(xz)a(x)dx， YUECAHR,L). 《7》 


据 注 3 知 ， 当 (%, 扑 ERs 时 ， 可 取 Ls 不 含 9:， 鼓 
toon) = | fete = 0 LLB 0) u(x) 0, 
记 
Alx)= oto slalr,0) 80, 
即 有 站 示 式 (7)。 令 证 戎 4(x) EC*(Ro6)， 为 此 只 须 证 ， 对 Rp 
的 每 个 有 界 的 开 子 集 介 ， 有 
ACxIE C(O), (8) 
记 
afxz)= IDscetvts oiatx,0)140. (9) 
今 证 上 式 右边 移 积 分 关于 参 变 量 *E 吕 一 致 地 绊 对 收效 。 事 实 
上 ， 上 用 数学 归纳 法 容易 建立 如 下 的 合计 式 
1Déet? (3 0 eCp(1+ 0 (x,0)€ 2 XxXRe\O), 
(10) 
其 中 常数 Cg 只 与 吕 有 关 ， 而 与 x 无 关 ， 
注意 到 Lr E5281， 应 用 Leibniz 微 分 法 则 及 (10)， 有 
] Dsrei® tz DLEaCx OI EC + OY tar, 
(XO EQ XCRG 0), (C11) 
其 中 常数 C4 与 无关。 对 国定 的 a， 到/> “+ 让 1+ lel， 则 
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由 (1t 切 知 式 (9) 右 边关 于 xE 吕 一 臻 收 伍 ， 且 有 
DsA(x)= Ds |esr "Liatx Odo 


= [Dsteto ts 1 La(x,0)IE0 


= As(x)EC(D). 
由 a 及 介 呈 Ro 的 任意 性 知 ACx) EC Re。 证 毕 。 
推论 1 设 aE SR (xxR)， 且 ac 在 Co 的 某 个 锥 邻 域 中 为 
零 ， 则 AEC"(X). 
证 由 假定 知 在 suppP as 上 |19%j 引 | 震 0， 故 可 重复 定理 1 的 证 
明 而 得 推论 I。 
定义 4 设 wp 为 位 相 落 数 ， 著 向 量 组 
2 了 
v9)= (二 5 ey ， 5 a 


3 ) j=1, ,NN 


pT Ta 
在 集 Cs 上 线性 无 关 ， 让 等 价 地 示 述 为 ， 车 入 x (V+ #8) 矩阵 
(pantear) = 
dp dp 0g Op ， 
(30700. "7! B00 Ddx1 ’ 0Dxr 
f sg sp 02g | 


O000, ? ”60 " dOwdx, : ? 50xnw 
的 秩 为 N， 则 称 % 为 非 退 化 的 位 神 散 数 . 
定理 2 设 p 为 非 退 化 位 祖 ， 则 C5 为 x CRyN0) 的 4 维 子 
流 形 。 
证 记 pi 小， j= 1,…, 和 考虑 映射 
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f: xR OO-rRy: fx,0)= (PK) Pn 0 )., 
由 非 必 化 位 和 和 的 定义 及 Co 的 定义 知 ，Rw 中 的 零 厅 量 (0,…，0》 
为 映射 的 平 则 蓝 、 据 1.4.4 中 原 像 定理 知 Co= -400，…，0) 
为 瑟 x(RN\0) 的 z 纵 子 流 形 。 证 毕 。 

对 于 非 退 化 位 福 ， 推 论 1 的 结果 还 本 以 改进 。 为 此 先 客 述 
S$ ;中 汐 数 的 室 量 代 换 。 这 在 其 它 地 方 也 是 借用 到 的 ， 

设 U 为 R* x Rw 中 关 填 8 为 欠 集 的 任 一 个 域 . 称 9 属于 
S$ (1), 若 对 任 辣 集 天 一 (Re x oN-1yNU 及 任 二 指标 组 与 a 
与 ,这 里 oc*-! 为 Ry 中 的 单位 球面， 存在 常数 C=Cla,p,K) 


>0, 使 售 计 式 (1) 当 (x，T8T) e 攻 及 |91 之 1 时 成 立 ， 


以 后 简称 邓 积 空间 中 关于 第 二 个 变 元 为 馆 集 的 域 为 锥 域 . 
设 f 为 由 锥 域 FCR"' x Rw ,到 锥 域 UCR" x Ra(n, + NN; = 


# + 下 7) 的 征 分 同 胚 
fe (IMEV 一 (xy 9] OFT) EU, 
且 Y 及 0 关于 7 分 别 为 正章 堆 次 及 一 次 的 。 记 
by,m) =axy 09, m= (af yn), (12) 

则 有 如 下 结果 . 

引 理 2 设 afgx 0)Eo8 s(t )， 且 下 列 条 性 之 一 成 立 ; 

a) p+0= 1 

6 p+6 守 1 月 x =X(y) 与 7 元 关 3 

eC) X=x0y), 0=0(n)s 
则 人 BE SE eV). 


证 设 KK ,为 (R*,x om)N 了 中 任 一 紧 集 ， 当 (>，|31) 


EK 时 ， 自 名 7,) 的 连续 性 及 关于 7 的 正 齐 一 次 性 ， 知 有 
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1+ jl = 工 + 11|e(>, 了 
S11+ nlsupJOy, I EC AE + [151) 
CEKL)= maxtl, supl9(y,7)))>0, 


同 理 可 得 
1+18| 关 Ca 到 1L+jz7l7 
C.K) = min(1, inf|O(y,7)1) 


据 正 齐 一 次 性 假定 及 /的 微分 同 胚 性 ， 易 知 当 和 且 仅 当 #39=0 时 ， 
才 有 0=0， 故 C;( 玫 ,) 为 正 的 常数 ,结合 所 得 两 侧 估 计 ， 知 存 
在 常数 C,(K1)>0 及 Cs( 攻 ,)>0, 使 


Cit JrD<1r Ol +19)), Yly, A)EK,. 


EE = {RR XGA It 门 天天 1 易 知 开 为 紧 集 , 旦 (>， 87) 


EK 故 有 
[BCy sm |= [afx(y m0I MECCEYL+ Ol) 
{CENCE I + TD 当 m20; 
SOK CCE IM + 17m, 3m, 
即 存 在 常数 C( 玉 ,)>>0， 使 


hn 7 
bOI CK IA I )", Y(y, I)EK,, 


上 式 吉 明 ， 当 ja+81= 0 时 ，8 满 足 佑 式 (1). 

现在 应 用 数学 归纳 法 . 设 |w+ 有 | = 六 时 ， 人 和 佑 式 (1) 对 总 成 
立 。 当 Je+ 有 = 有 +I 时 ， 易 知 |a| 及 181 中 至 少 有 一 个 不 为 堆 ， 
不 妨 设 181 9。 当 ]a| 关 0 时 ， 证 明 类 似 ， 令 B= + Br*， 黄 中 


* 212* 


[6 =1。 力 确定 想见 ， 可 试 为 1871 = (1:9, :0)。 汪 
一下 DC》 GN,0) = Bb (ym) of (x, 0), 
车 能 江 91 E S20)， 刚 由 |a+ 有 |= 8 及 5,=6,.:f 知 有 。 
DEDS6CY ,9)) = | DFDY' by,n)] 
Ca , KOC+ In) te 
=C’ (Ca, KIC + in ee tt, 


v(», 站 ) EK,, 


即 6 对 任何 a 及 68 满足 入 式 (1)。 因此 , 关键 在 于 证 明 a,E€ 
S33CU )。 为 此 可 注 总 


ax， 4 > ) ss 0) ,9C%,0)) 


+ 0220)( er) yx,0), ,0)), (019 
让 一 上 


Bf eee sro) 据 关于 x 及 9 对 9 的 正 齐 次 性 假 


定 ， 知 画 数 354(y( xs0)，9(x， 人 关于 0 为 下 齐 零 次 的 ， 故 属于 


So(E)， 由 此 知 (13) 的 第 一 个 和 届 于 SY*iCU)。 丰 第 二 个 和 
中 ，990%， es), 钼 庶 的 因子 足 光 滑 画 数 ， 旦 关于 


9 为 正章 一 次 的 ， 因 此 居 杆 S'UD), 故 第 二 个 和 属于 奖 
Sm CD)。 
tl 时 ， 有 S379+ CS3+3， 世 a, €E S273CU DY. 


当 吕 = 8(7n) 上 时， 有 名: = 3» i= 1 ,NN, 这 时 式 (13) 右 边 
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只 剩 下 第 一 个 和 ， 研 仍 有 ai EE S20 )。 

综合 上 面 所 证 ， 知 引 理 2 成 立 。 

注 5 虽然 在 上 述 证 明 中 不 曾 用 到 引 理 中 的 某 些 条 件 ， 例 如 
c) 中 关于 x =x%f(y) 的 假定 ， 但 是 ， 在 | 有 ji = 0 的 情形 却 要 用 到 它 
们 。 

机 设 避 为 Rr x (Ry\0) 中 的 锥 域 , py (x ,EC*CU)， 
= 1 关于 9 为 正 齐 零 次 的 ， 且 VY9y(j=1,…, 户 ) 在 集 C 
{EU pi = 0,7=1,… 5,6} 上 上 上线 糙 无关 。 着 aE 
SP 0 ale=0, P+6=1， 则 存在 G1E S32D),j=1; 

:上 ， 合 


政 
站 三 ap. (14) 
于 一 上 


证 由于 (14)? 的 右边 是 叶 的 线 人 性 组 舍 ， 故 只 须 局 部 地 寻求 
#3， 其 ， 于 口中 任 一 轿 定 点 (X090)， 在 (xo,980) 前 某 邻 域 中 求 
出 of， 然后 利用 局 上 关于 6 鸭 正 齐 堆 次 函数 组 成 的 单位 分 解 ， 
把 局 部 确定 的 6y 并 合 而 得 全 局 所 需 的 49y， 至 于 上 述 的 单 位 分 
解 ， 可 如 下 和 构成 。 设 {U1 是 的 开 复 廊 列 ， 每 个 DU; 都 是 的 
开 从 于 集 。 由 对 应 于 改 益 列 {0 站 CR" xpw ')} 的 通常 的 ( 即 
不 必 为 6 前 正 齐 零 次 函数 ) 单位 分 解 仿 :(X,0)}， 取 2&4t%*, 9) = 


h(x, 1): 即 得 所 需 的 单位 分 解 {ei (x*,0)}， 车 在 每 个 UU ,中 


已 求 得 af 中 E5295CU 1)， 使 在 U4 上 有 a= Eero +， 则 今 


G(X,0)= Safl (xDDetfx 6), {x,0) EU 
1 


显然 有 ay E SET XEUNY, 


了 的 一 (af ei)es= ye yall gy 
i 四 了 


~ay er=a 
1 


贞 于 对 2 的 和 是 局 部 有 限 的 而 对 7 的 和 是 有 限 的 ， 故 可 交换 作 
和 顺序 ， 

现在 局 部 地 证 明 af9 的 不在 性 。 设 (X006) EDU， 若 (x。， 
8。) 对 C， 则 有 某 个 8，，1 < <， 全 gs (xy bo) 关 0。 由 9r， 


的 连续 性 及 正章 堆 次 和 性， 知 人 ,EX ,的 基 个 狂 邻 域 忆 ,中 


本 


不 为 零 。 于 是 可 在 ,中 取 a4 王 0。j 寺 yak, = 可 


; 即 知 (14》 
在 U ,中 域 立 ， 
车 (x6,9,) EC, 因 交 Pit7=1,…， 衣 ) 首 人 上 线性 无 关 ， 故 
可 作 和 白 变 量 的 前 分 (YY ,8) = (37 ,YY 97 ,HY)， 其 中 
(x OI ER xRyr, {x7 07 ) ER xRy, 
全 全 于 六 = 且 


ve vost WD) 


在 版 {xs0 0) 不 为 等 。 注 意 到 丈 的 光滑 性 且 半 于 #8 内 正 齐 ~WN' 次 
函数 ， 知 环 在 (Xo,80) 的 茶 个 外 铝 天 U 中 全 不 为 零 。 

堵 赔 腕 射 (x EU my EV Rr’ xRy', 澳 
中 y= CY 3) Y= YF = 
9*， 电 知 f 为 由 Uo 到 六 ,的 做 分 辐 且 ， 且 对 任何 {0， 下 图 
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1 


| f 4 
CRT)—— Cy ,tn) 
为 可 换 的 。 故 矿 ,为 Rx+a x Ry" 中 的 稚 域 (关于) ， 且 f 映 
门 为 锥 集 77 = {yy,7) EV y =0}. 
记 29,7)=aof 1。 由 引 理 2 知 5E SE Fo 且 由 ale 
= 0 知 5(0,y*,7)=0。 故 有 


Cys) = bey sy 人 一 6920 0) = bly , yr, ) dt 


-守信 em J 


j=l 


下 
= 了 bY, YY, 《147 ) 
f=l 


! 86 
b = | ,tv yr dr 
1CY, 7) [ dy ~ sp ,7 . 
易 短 91 E S24ICF 0)， 帮 ay = by rESP43CU ,)， 册 C14’) 有: 


四 
G(x) = (bf HX) = Yb FR 0) px, 0) 
了 m1 


Ek 
一 Yaw op, 0), (x,0) EU .,, 
让 一 上 


即 局 部 地 有 (14) 成 立 。 这 里 用 到 引 理 3 并 涉及 81， 所 点 必须 
假定 其 中 的 条 炸 @) 及 ec) 之 一 成 立 。 当 gy 仅 为 x 的 函数 时 ， 有 由 f 
的 具体 构造 知 条 件 c) 旺 动 满 足 。 
定理 8 设 o2 为 非 退 化 位 糙 男 数 ，aES8 ,( 江 xRy) ， 且 或 
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考 PPd， P+S=I， 或 考 p>>3 旧 甘于 0 为 级 性 的 ， 则 有 : 

1) 车 a 在 Ce 上 无 穷 阶 为 零 ， 则 4(xz)EC“( 工 3 

2) 车 在 Ce 上 az=0， 则 存在 ES 2- 人 x 民 y)， 使 对 
每 个 4Et3()， 有 7TeCaty = To(bu), 


证 记 o = 名，i=1，…， 六 。 措 假定 知 : 或 者 py 不 依 
顿 于 9， 或 者 P+5- 1.。 故 由 引 理 3 得 ， 当 ajcs =0 时 ，a 可 表 


og a €E SPIU). 
这 里 U = 六 x Ry。 由 分 部 积分 可 得 


Ny 
To(lan) = (G81) = Tol tu)y 


因 99! € S$+1-*， 故 结论 2) 成 立 。 
于 
若 Ce 上 的 点 都 是 e 的 无 窃 阶 零点 ， 则 也 是 5 的 无 穷 阶 堆 
虑 。 字 是 可 重复 应 用 结论 2)， 即 知 结论 1 7 成立。 
3.2 Fourier 积分 算 子 


本 池 氟 彪 介绍 Fourier 积 分 算 子 的 概念 及 简单 性 质 ， 并 用 

以 引 册 报 微 分 算 对 ， 这 里 只 限于 uclid 空 间 中 前 域 上 的 Fou~ 

rier 和 分 算 了 (局 部 理论 )， 而 不 涉及 一 般 流 诊 上 的 情形 《全 局 
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理论 ) 。 
3.2.1 基本 概念 
设 革 及 Y 分 别 是 R"z 及 R"s 中 的 域 ,ns 及 ny 吉 示 空间 的 维 数 ， 
考虑 如 下 的 积分 
Cawx) = 时 ee yay yOu ydvdd, (C1) 
YuEC(Y), Y¥xEAR, 
其 中 @ 为 定义 于 及 xxRw 的 位 外 函数 oa E53 (XXxYx 
Ruw) ,这 里 到 x 站 相当 于 3.1.1 定 义 1 中 的 六 ,好 a 水 满足 合计 式 
DI DE DYa(%,»,0)| 
CH 
x, YER xRy, 
下 为 卫 xY 中 全 一 紧 集 。 以 后 恒 假 定 o 污 9，5<<1。 于 是 积分 
C4u, 90)= {| et? wr Oa, y,0)u( yo Ydxdyd0, 
(2) 


HUECAY), vEC CX) 
为 通常 的 振 洲 积分 ， 帮 以 。 为 探 要 函数 。 
容易 看 出 ， 对 每 个 固定 的 x(y)E C3(Y)， 式 (2) 确定 一 个 
广 范 -44€ 7( 瑟 )， 故 可 定义 线性 算 子 
A: CI(F)-> 多 7( 王 )。 (3) 
定义 1 出 式 (2) 确 定 的 线性 算 于 A 称 为 Fourier 积分 算 子 ， 
并 形式 邮 把 44 表示 为 (了 D 式 ， 而 称 q 为 其 人 位相，a 为 共 皖 幅 。 
Fourier 简 分 算 子 通常 简 记 为 FIO. 
由 下 式 
(Ra ao 让 | Sawsy, wl, gxdoydb 
(4) 
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苹 下 EC 有 xx) 
确定 的 广 轴 乓 acE 多 扩 二 X 六 ) 称 为 等 子 了 4 的 核 。 
特别 当 wkx ,27 = 纸 2)afxz) 时 ， 量 然 有 
[480 =《 下 ap HHECHYY, vECIX)Y, (5) 
定理 1 a) KEC*( HN,) 
Rog=1{Cx, 7): [pa' (X,Yv,0)|=| Veplz0, 
(x ,v0 EAXY x{RyNO) 
5) 车 在 和 集 
Co={(%,Y,0): [pe (X,Y0) lA0, 
(XIAOERxXY x {RN\O) 
的 茜 个 锥 令 域 中 a 二 0， 则 4 EC 二 x 了 了)。 
这 总 3.1.3 定 理 1 及 推论 1 的 直接 推论 。 
定义 2 位 败 wp(tx,y,9) 营 洲 足 下 列 二 茶 件 ; 
[eg ox 0) = VYyp, Yep)| A0, 


CRI OI EX XY x (RyNO), 《6 
0 (XvAEXxY XRANO), (7) 
元 称 % 为 算 子 位 相 函 数 ， 

定理 2 若 条 件 (6) 成 立 , 则 算 子 01) 为 出 CiCY) 到 C“( 革 ) 的 
连续 线性 喘 英 ， 


证 “由 条 件 (6) 知 (1) 是 舍 参 变量 x 的 振 鞭 积分 ， 故 
如 = [fore YL etolxs yOu vd ydd. 


仿照 3.1.3 定 理 1 的 证 明 ， 知 有 AWEC*(X), 
其 次 ， 设 列 {1aj 3)+ 它 甸 ( 了 了 ) 并 按 共 中 折 扑 趋 于 霍 ， 符 易 
建立 个 讨 式 
DECete te 0 Ls oaCx, yOu ty)I)] 
= 2]9， 


EC KG+ Deir, 

AEK, yyEKRK,, s= min(p,1—d), 
其 中 下 ,及 二 ,分别 是 六 及 Y 中 任意 紧 乐 ，!=1C7) 充 分 大 ， 且 可 
选择 Cj 使 Cy 一 0(7 一 co)。 下 (Awy)(x) 的 各 阶 导数 在 到 :上 一 
致 地 赵 于 零 ， 即 :42 在 C”( 王 ) 中 鼻 于 零 。 肌 此 得 4 的 连续 
性 。 了 4 的 线性 屁 显 然 前 。 和 定理 汪 毕 。 


现在 定义 (1) 的 转 置 算 子 :4 如 下 
:A459)= fei yo ax,y ,0x dxdo, 
YuECIX), (8) 
显然 ，# 4 为 股 C3() 到 弥 了 ) 中 的 FIO， 且 有 ; 
(AW) = CE 0) = (4, A0), ‘9) 


HuE CY), vE CIA) 

定理 3 车 条 件 (7) 成 立 ， 则 算 子 4 可 延 拓 为 连续 性 足 射 ， 
(YB (X). 

证 ” 当 #wEClY)， 由 (9) 知 有 

(Ay0) = (#4, AV), YuECA). | 

当 zE 了) 时 ，(97 ) 一 般 不 成 立 ， 因 < 及 (9 do 可 能 都 无 
意义 ,但 车 (7) 成 立 , 网 可 应 用 定理 2 于 44, 而 得 +4nEC TD 
这 时 (97 ) 的 者 边 有 意义 。 于 是 可 用 [97 ) 的 右边 定 交 (A#，2)， 
即 定义 . 

CAuyo) = Cu, AD), HE GAY), vECIX), (10) 
故 42 治 CI 二 ) 上 的 线性 泛 画 。 为 证 4 6E 如 ' (六 )， 令 U(X 
0《 控 旬 ( 天 ?中 的 收敛 定义 ) 。 据 定理 2 知 .Avy->0( 按 C*CY)】 
中 拓扑 1， 故 

(Ayo) = (4 AV) 0, 
算 子 4 的 连续 性 可 类 似 地 证 明 . 
+ 2 ， 


推论 1 设 4 为 其 算 子 位 相 w 的 FIO， 则 4 为 由 CrCY) 到 
C~( 丰 的 连续 线性 映射 ， 并 可 延 扣 为 由 ZF) 到 多 !( 太 ) 的 连 
续 性 映射 ， 


$3.2.2 奇 台 的 变化 


设 4 为 具 算 子 位 祖 gp 的 FI0O， 于 是 4 鼎 8 了 ) 于 多 人 让) 
中 .现在 研究 里 台 广 函 的 奇 台 在 -44 作用 后 出 现 的 变化 。 
为 了 观 述 的 方便， 先 吉 进 一 种 记 法 。 设 竺 及 了 为 在 二 集 
合 ， 仿 为 x 了 的 子 集 ， 不 为 了 的 子 集 ， 证 
号" 站 本 xs “ER, I]yEK, 司 (x, 7) ES}. 
车 用 :及 zz 分 别 表示 下 x 了 到 计 及 了 的 自然 投影 ， 则 显然 
有 
SeK=r Faz CRIN SJ, 
定理 4 设 有 4 为 且 算 子 位 相 的 了 DOO，#€ so )， 则 成 立 如 
下 的 包含 关系 : 
sing sduppda 一 Soosing supp ty (11) 
So= (XK xT Ro={(x,7) 了 DER 0， 
使 [ps (xy = 0}. 
证 首先 指 帕 ， 为 证 明 (14)， 只 须 证 明 吉 下 的 较 弱 结 论 : 
sing suppAuTS pe SuPpy, (117) 
事实 上 ， 设 (111) 成立 。 取 sing supP# 的 任 一 分 域 VU， 选 (3) 
ECsCU)， 使 #5 在 4 的 奇 台 上 取 值 1。 令 #4 = (1 一 #4s = Ya。 
显然 有 wu EC 了)， 放 由 推论 1 知 4u EC”( 革 )。 于 基 
Sing SuppAu = sing suppA(u, + us) 
Csing SuppAu, ) I) Sing SuppAu, = sing suppAu ,. 
注 次 到 suppys 二 UU， 并 诸 纪 应 用 (11*)， 即 得 
sing suppAucsing supp /Au Seo- Suppl Sp U0, 
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由 于 也 是 sirgsupps 的 任何 邻 域 ， 故 (人 11) 成 立 。 剩 下 须 证 沽 
(117 )， 记 百 =suppa， 设 下 “是 二 中 不 与 9o* 去 祖 交 的 任 一 紧 
集 ， 岗 天 * x 五 中 se， 易 知足" 为 开 集 ， 故 存在 并 邻 域 只 二 并 
及 吕 " 一 基 /， 使 品 x CRp。 只 须 核验 AwEC*Q')。 为 此 
可 注意 乓 4 Xx 名), 于 是 对 每 个 六 (X)ECI(CQ')， 有 ? 


Co 人 = (us tAp)= (1, [Ks 7 Cx) dx) 


= 〔(8 EK aD)y:P)s = {fC dz 


{x)= Cu DyEC" (WH!), 

故 确 有 A4EC DQ )。 由 于 到 ' 是 六 入 (Se 大) 中 任意 紧 集 , 知 
《1 成立， 定理 证 事 。 

推论 2 设 4 是 具 算 子 位 厢 的 FID， 则 成 立 妇 下 提包 人 党 区 
系 。 

sing supp Au— (singsuppi a)r Sing stppr， 
Yu€E FF). 

证 在 定 还 4 的 和 证 明 叫 ， 换 So 为 sing supp 玉 4， 进行 同样 

推导 ， 即 得 所 寡 包 念头 系 。 


全 考虑 和 人 问 
$= Af, 1>0, xER®, (12) 
foeo=0, |, = 4%), 


省 假定 x€E CsCR")。 利 用 Fourier 变 换 ， 容 易 求 出 这 个 问题 的 解 
为 
f (xs1) = 人 dd 
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取 r(5)E CalRs)， 上 且 当 1 之 I 时 ?1 = 1， 二 式 可 下 写 为 


EU _ dyd 
fx,t) [fe [1 区 jE) > 6 


+ [了 u(y )d yd 


2 :1 
+ jet tz-Y To ut yd ydeE 


寺村 寺村 二 RW 
其 中 人 :分别 为 具 位 相 Pr CX, 人 6) = (xX—», 5)+t18| 及 据 柱 


GX, £)= 二 [1 一 "(1 So 的 FIO， 和 而 下 则 为 具 韶 


滑 核 rtx，y) = Je! -下 生 (于 3 让 < 的 积分 等 子 。 这 些 


函数 帮 合 参 变 量 # 
容易 验证 mp 茂 p_ 都 足 算 季 位 相 函 数 ， 故 4. 玉 嫩 -都 可 延 折 
为 连续 贞 射 。 RR?) 过 多 人 (RR?)， 而 只 作为 其 C” 淮 滑 核 的 往 
分 算 子 ， 显 然 挟 连续 映射 ，e 人 R77) 一 C"(R")， 呈 光滑 地 依 癌 
王 参 变 重 # 出 此 相知, 若 初 介 问题 (12) 中 的 初 值 ssE (CR?)? 
则 5622 的 广义 解 可 表 朱 为 
fF= T_T， 

了 站 可 以 考察 4 的 在 性 如 何 情 播 于 f 的 问题 ，H 条 于 RuE C"， 故 

一 项 对 下 产生 奇 佐 。 旦 然 ， 4 及 4 的 作用 相似 为 简单 
起 史 ， 下 而 只 讨论 站 二 4， 站 


网 《9 7 一 区 一 2 信 ， 故 有 


Co,= [Ge 一 革 三 基 } 
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Soe, = 区 一 了 二 
据 定 理 4 知 ，f 随 之 了 的 奇人 性 应 位 于 集 
{Cf, x) PESing supp#, |x— Ji:=t:} 
中 。 这 下 是 经 典 结 果 ， 青 性 以 速率 a (这 里 取 a= 1) 沿 特 征 锯 
jx 一 21 := 天 传播 。 特别 地 ， 基 本 解 (4x = SCx) 的 情形 ) 的 奇 性 
位 于 锥 Ix*1*=!t* 上 ， 
附带 指出 ， 和 位 各 gs = (x 一 ,2 土 tj 在 |E| =0 不 可 微 ， 
这 正 是 在 位 相 定 义 中 只 要 求 p EC*( 玉 x 了 x(CRy~0)) 的 原因 ， 
3.2.3 所 微分 算 子 
定义 8 设 fe -ny -N=n, X= 了 , ao(x, y, 6) ES oo(X 
Xx 下 XxX 民 4)， 则 具 位 相 p = 《CX 一 》,5) 的 FIO 称 为 加 阶 (P,5) 型 
的 所 微分 算 子 (以 后 简 记 拟 微 分 算 于 为 中 D0O), 基金 体 记 为 
PT) 吉 LF 特别 地 ， 工 9 , 记 为 L*， 并 约定 人-”= NL™. 


例 2 设 P(x,DD)= 2 ge(x)D*, ar(x)EC"( 革 )， 如 本 
章 开始 一 段 所 述 ， 对 每 个 4(x)EC3(X)， 有 
Pox, Dutx) = fot o-Ps Eu 3)dydé, 
故 P(x,DD) EImX)。 玛 数 P(x，5) 称 为 线性 仿 伐 分 算 子 


P(X, 吕 ) 的 ( 金 ) 符 征 。 
例 3 设 RR 是 具 C"* 光 少 核 r(x,3) 的 积分 算 子 ， 即 对 每 个 #E 
Ci(CXS)， 有 


Ra = re, uy)dy, reEC"(XxX), 
由 有 EL 
事实 上 ， 取 r( 引 ECiCRw)，,r(S)220，|(6)d8 =- 1， 则 有 


a 


Ru = [Jet ‘To rei ts-Y. £) rie)rtx, vy) nt yd yd 
a(t, ys)= ey 支 和 9ES-*， 玖 RE 
LL”, 

友之 ， 穿 易 证 明 ~( 兰 ) 中 的 每 个 DO 可 袁 为 其 C* 光 滑 
核 的 积分 算 子 。 

例 3 胡 明 一 个 4DO 的 振幅 不 是 唯一 的 ， 因 + 术 唯一 ， 

例 4 考 虚 卷 积 算 子 

Gussg ws 4= [g(x— y)u(y)dy, YuECiRe), 


其 中 9ES-*(R")， 昌 然 这 个 算 子 可 作为 例 3 的 特 吻 情形 ， 但 
它 可 引出 男 一 促 有 用 直达 式 


Gu= et tr gn(é)dE [eits & 9 (8) w (EdE 


= [et -uF (Eu(y)d ydé, 
由 忠 知 EL-*“(CR")， 
最 然 ，9 = (x 一 ,中 是 非 退 化 的 位 宦 凋 数 , 放 可 应用 3.1.3 
中 定理 3 及 本 节 的 定 奸 1 与 4， 而 得 下 南 的 结果 ， 
定理 5 设 4 是 由 下 式 给 出 的 中 DO， 
(DC = 有 ea 人 dydE， (13) 
沁 4 的 广 丁 核 为 尺 。， 引 进 对 角 集 
六 三 {X,Y 党 三 和 Y， {x,y)EXxAT} 
则 有 9a) KAEC*((XxXHNAY), 
5) 算 子 4 确定 如 下 的 连续 线性 上 映射， 
CE 一 CC (14) 
A PAA)>B (FE) (15) 
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县 当 #E 加 时， 成 立 如 下 的 氢 局 部 性 。 
sing supp/AnCsing Suppy. {16) 
c) 车 振幅 CX，y， 在 对 角 集 入 直 为 零 ， 有 是 .02>56， 则 在 
(13) 申 可 换 at%x,y,5) 为 D(X,y,2) ESR- D(X x A xR,) 
d) 若 对 角 集 入 寺 每 一 点 都 是 & 的 无 旁 阶 零点， 着 到 4E 
C*( x 六)， 月 算 子 44 蜡 8 ' 芝 ) 到 Cm ) 中 。 
注 t 线性 微分 算 子 AC*, 了 ) 具 局 部 性 
suppAucsuppu, YuECIT). (C17) 
氢 微分 算 子 一 般 不 具备 局 部 性 ， 例 如 ， 对 具 光 清 核 的 积分 算 子 
《 例 3) ， 当 且 仅 当 它 的 巷 恒 等 于 堆 时 ， 放 有 局 部 性 (17)。 
Peetre 营 证 明 〔 见 Math.Scand. 8C1960)116-120),H 出 C*CX) 
到 C*( ) 的 王 性 映 射 症 其 Cx 系 数 的 线 任 微分 分子 的 充 要 条 件 
是 ， 它 满足 局 部 性 (17)。 


3.3 拟 微分 算 子 代数 


3.3.1 适 拟 微分 算 子 

一 般 说 米 ， 丙 个 DO 不 能 相 习 (合成) ， 央 为 值 战 C* 或 
多 ' 超 出 相应 的 定义 域 CY 或 2 1 : 

下 面 将 村 引 进 的 适 拟 微分 算 子 类 具有 很 好 性 硕 ， 它 们 把 
C3 /等 空间 觅 到 其 痢 身 。 这 样 ， 就 可 以 在 适 萎 微分 算 子 类 
中 引进 乘法 (合成) ， 使 它们 构成 代数 系统 而且， 和 纤 一 个 
.DO 可 以 分 解 成 一 个 适 拟 微 分 算 子 与 一 个 具 光 请 核 的 积 分 算 
子 之 种 ， 从 而 在 各 odCZ-*) 的 意义 下 ， 拟 微分 竹子 的 同 余 类 构 
成 一 个 代数 。 

设 G 是 乘积 空间 下 x 全 的 子 集 ， 天 :下 sa 分 别 汶 汉 x 到 第 
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一 散 第 个 因 闻 空间 的 由 如 投影 ， 凤 (X97)=%， TCX ) 
二 YC )ERXYX， 区 对 于 中 任 一 紧 集 太 ， 集 x 六) 
站 GG 吕 为 蜂 集 ， 或 为 空 保 ， 人 Hx71EDNG 其 奖 似 情况 ， 则 称 
G 为 卡 x 上 的 适 子 集 ， 简 和 你 送 集 ， 

定义 1 该 妇 为 DO， 其 核 为 Ka。 若 supp 天 4 为 宪 X 有 的 
返 集 ， 则 称 有 4 为 县 适合 的 和 DO: 简称 汶 适 WD0O (properly 
supported psendo—differential operator), 


本 最 记 的 关系 式 
Ks Ny) =K(y,x) 。 


易 知 苦 妇 为 适 和 RD， 则 :4 也 是 适 VDD. 
定理 1 若 刀 为 着 DODO， 出 4 确定 过 续 线 性 史 射 : 


ACICX) >CI(E), (1) 
并 可 延 拓 为 下 列 连 续 线 性 映射 : 
A: FA EN) (2) 
A C*(X)SC (KX) (3) 
A, BXIS>BI (CE), (4) 


证 设 4Cy)ECs( 人 XY)， 于 节 已 证 明 ，4 确 定 连 绪 线 性 映 
射 ， C7( 光 )==C*(X)。 若 能 江阴 A4 具 紧 人 台 ， 则 (1) 成 立 ， 为 
此 ， 证 明和 包 食 关系 
suppAuT{supprK a}:suppu, {5) 
事实 上 ， 沁 ECE)，X7 = 入 (suppP 玉 4SuPP4)， 贡 

(suPPUuXSupPpu) | suppRa= 好 

故 有 

(ups CR)=0, HUuECIR), JIECICAX), 
这 表明 Aw 在 XX' 中 层 等 村 下 ， 铅 得 包含 关系 (5)。 国 supPPK 4 为 
适 集 ，supP# 为 紧 集 ， 描 近 集 的 定 交 入 SupPPK a 人 zi 1 (suPpW) 
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为 紧 集 。 其 次 ， 由 于 

subp 站 astppx= x [suppK asf zi! (suppy) 
故 supp 玉 asapPa 作 为 紧 集 在 连续 映射 :的 作用 下 的 稍 集 ， 亦 
为 紧 集 。 巾 (5) 人 supp-4da 为 紧 集 ， 即 4uwECPM ES)， 随 之 (1) 成 


立 。 

必须 注意 ，supp& 4 站 zi1(GupP4#) 可 以 是 空 集 。 这 时 《5) 
雪 明 supp.4a 为 空 集 ， 即 4 是 上 人 本 ) 中 零 元 。 

至 于 觅 射 (1) 的 连续 性 ， 不 难 由 (5) 及 上 映 射 4，CI( 反 )》 > 
C*( 闫 ) 的 连续 性 推出 。 

今 设 4 所 多 "站 )， 因 "A 也 是 适 JDO， 故 :4 确定 连 线 线 性 
觅 射 ， CC 有) 于 是 可 加 下 定义 A 

CAusu)= (du FUECIHK). 

易 知 AB8E BC ), 故 (4) 成 立 , 且 相 应 玖 贞 射 在 弱 意 义 下 连续 ， 

为 证 (3), 设 4€EC"( 芝 )， 出 已 证 得 的 (4), 知 AuE BX ). 
今 证 办 实际 闪 Au CC"(X). 任意 取 @ 区 演 ， 即 名 为 并 的 粗 对 紧 
开 子 集 。 对 每 个 +ECr(w)， 有 

suppt AuCsuppK eaesupprcsuppK sao=K 
到 显然 为 贤 集 。 取 以 3 EC )， 使 在 后 上 %E1， 则 
《8 = uA0 = Wu, AvY= CAC 1， 二 
即 在 中 有 A4w = Atya})。 但 4 ECIX), 下 A(Wu)jECHX) 
特别 有 A(8n) EC*(wm)， 即 Au EC*(m)， 由 6 的 任意 性 知 A4 
EEC)， 故 (3) 成 立 。 剩 下 须 证 相应 回 射 的 过 续 性 。 设 {wy} 
是 Cs< (< ) 中 收 伍 于 零 的 任 一 函数 列 。 今 证 4n0i0x) 在 C< (二 ) 中 
收 敏 于 堆 。 为 此 取 任 意 紧 集 关 ,全 直 ， 记 天 := spp 乓 44 站 
于 是 可 取 B(9)ECH(X), 嫩 ¥ 在 到; 的 荣 个 邻 域 中 恒 等 于 1. 吉 上 
饭 证 , 当 xXEK 村 ,有 CAuI 外 (x)= [LAYu)1X)., 因 #y Duy (7) 
在 C34 7) 中 收 黎 于 零 ， 上 总 -402 下 在 Ci ) 中 政 就 于 零 ， 即 
= 222， 


(4gD(x) 牛首 防 号 数 在 天 上- : 致 政 各 了 于 零 。 日 于 天 .是 二 的 
任 一 紧 集 ， 知 44 在 C*《 革 ) 中 收敛 于 零 。 
最 后 ， 因 人 "的 对 倡 空间 是 只 /， 利 用 转 愤 算 子 144， 仿照 
《4) 可 得 映射 (3 及 其 连续 人 性。 
定义 ? 设 2ESB (XXXR)， 记 suppzs. sa 为 Subpa 企 
天 X 近 上 的 投影 的 闭 包 ， 若 5uPPz, y0 为 适 集 ， 则 称 4 其 适 台 ， 
由 显然 的 世 会 关系 suPPK& psuPPzx. yd 知 : 当 4 有 其 适合 时 ， 
以 e 为 振 旺 前 DO 必 为 适 和 DO。 首 命题 依 如 下 意义 成 立 。 
定理 2 若 - 才 为 隆 中 DOD, AELS (让 ), 则 A 有 其 适 人 台 的 振幅 
aESs (XXX RY), 
证 充 r(Xx,y)EC (XXX)， 使 在 supp 天 A 的 某 个 邻 域 
中 + 王 1， 目 r 睛 适 台 。 和 车 caESY ;( 太 x 六 x 氏 ,) 为 4 的 任 一 氢 
幅 (不必 共 送 人 台 》， 令 of = ro0， 贿 a? 必 为 4 的 具 适 台 的 振幅 ， 
旦 se ES ;,。 事实 上 ， 设 47 为 以 a' 作 振 旺 的 4DQ, 简 记 为 4 
=DOpta’)， 显然 用 K4! = 下 4， 于 是 
CA = Kir Hu)= (rR uv) 
= (Faruv) = (An,0) 
YuE BAX), ECH(T), 

邦 Ai4 = 4a， 即 d = 4， 随 之 4=Gofar)。 

至 于 渗 足 上 述 要 求 的 ra 可 如 下 格 造 。 设 {e 扩 y]} 为 
于 上 的 单位 分 解 . 记 长; = suPPK4rsuppes， 则 天;y 为 中 紧 集 . 
故 可 到 f(xXYE Cs( 这 )， 便 请 让 攻 ;的 基 令 域 中 恒 等 于 1。 记 


wi (x,y) = eftx). 容易 验 证 a, EC"( 了 Xx 了 )， 且 


,在 sapp 玫 ,的 其 个 部 城中 恒 等 二 1， 并 对 每 个 紧 集 开 一 工 ， 使 

(ri II 玉 站 suppma 为 聚集 。 涩 似 地 ， 记 f=zs[(xr 1 ， 

suppe;) 站 suppK a]， 取 9gy(Y)ECr(X})， 了 入 在 太 ! 的 基 个 邻 域 
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中 gs 二 1。 令 asfxyy= Des(x)g4(y)， 则 ws 在 suppK 4 的 
某 个 邻 域 中 恒 等 于 1， 且 对 每 个 紧 集 Kc 站, 使 (x7!K) 几 
supPpws 汶 紧 集 ， 几 T(x ,3)= 色 (wx)ws(x,y) 即 为 所 求 。 

定理 3 每 个 拟 短 分 算 子 A 可 震 为 4= 4, + As， 这 里 4, 为 
适 $DOD， 丽 4 的 核 瑟 4 EC"(X xX)， 


证 从 定理 2 的 证 明 过 程 可 知 ， 对 和 x 寺 的 每 个 适 集 己 ， 
存在 上 且 适 台 的 r(x,$)EC*( 庆 xx 这)， 使 在 忆 竟 某 个 邻 域 中 + 三 
1 《只 人 须 把 那里 前 supp 攻 4 搁 为 人 OG， 则 相应 竟 t 即 为 所 需 )。 

特别 取 忆 为 对 角 集 和 人， 志 a =ra, qs={1~t)a Al= 
Opa1), A = Op(as), 则 4= 4 +Q4:。 据 定理 2 知 贡 ,为 透 
DO， 由 3.3.3 定理 5 中 d) 知 K4, EC"( 写 X 富 ) 

定理 # 拟 微 分 算 子 毛 汶 活 中 DO 的 充 要 条 忻 是 下 面 的 两 个 要 
求 ， 

0) 对 任 一 紧 集 玉 己 和 革 ， 存 在 紧 集 多 | 呈 苹 ， 使 由 suppacC 
不， 有 suppAuCK,, 

5) 对 任 一 紧 集 下 ,福生 ， 存 在 紧 集 玉生 并， 使 由 supPo 二 
KK 1 有 supp*:Av 二 KK， | 

证 必要 性 ”由 (5) 知 0) 成 立 : 又 由 有 4 为 适 遇 DO 知 'A 为 适 
DO， 故 拉 也 成 立 。 

充分 牲 ” 据 定理 3 知 ， 不 估 一 般 性 ， 只 须 对 KE C*(X x 
广 ) 的 情形 进行 讨论 ， 

设 长 为 人 中 全 一 紧 人 条， 下 ,为 条 件 4) 中 所 述 相 应 紧 集 。 今 
证 有明 


x (KR)NsuappR TK xK (68) 
认 实 上 ,对 任 一 个 W(x,y)EC3CK x({ 芝 入 开 1)], 可 视 四 为 以 > 
作 参 变 元 而 以 y 作 变 元 的 函数 , 记 为 ws{y), 则 wo(y)ECs(K). 
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由 条 件 4) 知 
FO)= Kal yw, y)dy 


= [Kas way)d ym Amy)E CHK ) 
记 乒 于 = x (SUPPY), 显然 及 I 但 芭 ， = Yi, 半 是 


(Kasw) = |{ Kass wx, ydxdy 


KI*XK 


=| (Ra Way)dy)ax -| F(x)dx=0, 
x* K x! 

礁 包 含 关 系 (8) 成 立 ， 随 之 x31(KK) 人 supPK 4 为 紧 集 。 利 用 条 

件 8)， 同 理 可 证 ， 对 任 一 紧 集 长 己 鲜 ， 集 x71( 玉 ) supPK 4% 为 

紧 集 。 帮 suppPR 4 为 适 集 ， 随 之 A 为 适 4DD，. 


,3,2 适 揪 微 分 算 子 的 符 征 


如 本 章 开 端 所 述 ， 线 性 偏 微 分 算 子 Plx,D) 的 符 征 为 


P(x,&)， 显 然 有 
Px, EY =e"i st Px, DYei 人 £) 
.这 个 下 达 式 启示 我 们 ， 可 如 下 地 定义 适 氢 机 分 算 子 的 答 征 ， 
定义 8 设 -4 为 适 YDO， 称 函数 


Oatx,£)=e-! ‘2 €) Ap! (¥, #9 
=e- tlr, | {ry (lx, yO)et ty, £) dc (C7) 
为 女 的 符 征 (或 全 符 征 >。 
命题 1 设 4 为 天 下 DO， 则 cstx，E)EC CE xR 民 ，)， 且 对 
每 牛 4 ESCX)， 有 
者 23] 和 


CAw) x)= 人 ea sa(y)dy] 


= [e's 0 oar, SW (EdE (8) 


证 记 f(x,2)=Atet 5 )， 须 证 了 了 EC"( 人 Rn)。 首 
先 注 音 ， 在 C (< ) 的 拓扑 意义 于 有 
村 和 (和 中 + 二 pet ty. £1} 《E 固 定 ， E>0) 
因 A4 为 适中 DO， 据 定理 1 知 按 C*(XY) 中 拓扑 有 : 
fx E+ LE)->f(X,E) 《固定 ,LE->0)， 
才 对 每 个 EN*， 有 DEf(x,5)ECCX xR,), 
闻 样 ， 依 C”( 导 ) 中 拓扑 有 


FE) 一 人 (0 多] 下 21， 全) 
(固定 ， < 二 >0) 
且 D2D:,fEC(X x Rn)。 依 此 类 推 , 知 对 任何 指标 组 a 及 86, 有 


DaDef ECCXxR,)， 放 EC"(X xR。)。 于 是 09a(%,58) = 
elts fx) EC"N XR,). 
现在 证 明 式 (8)。 由 3.1.2 式 (3) 知 


Au = lim fcepye (ay eax,y, Ou ydydg 


=lim||e: (x-H 90) | ee)ya(x，y， Ofer 5 2 (6)aE|ayag 


站 -全 


=lim|||e: ‘sy er(eg)atx,y BeiG dydg (sdé. 
记 

P(x, £6)= Je oy rd), y, Oetty fd yd0, 
有 
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如 = lim [P(x, 8) #8)dé, 


容易 得 到 估计 ， 
JPCx, £)] 
= 中 (Eo Ls gLr{ied)atx, 3 Je 6 dyde 
COL+ ET ~ 
月 常数 C 仅 依 闵 于 suppux， 而 与 5 无关。 由 这 个 佑 式 及 4#() 的 急 
尹 姓 知 有 


Au= lim [Pacx,&) WE dE = fimP,(%,8) WE dE 


-用 [ [ie 个 4 (和 -3 6) rt ed a(x, yy.0) 


.pi (VU. £) dyag | ule de 
- [ae Ce 和) ) WEYdé= fe 《az yo (x, EY 《Ed 


=- 提 * OA(X， Su(y)ydy|ds 


故 (8) 式 成 立 。 

注 1 以 后 将 证 明 , 当 2p 半 6 时 ，o4 5 328. ;, 于 是 (8) 中 的 黑 次 
积分 可 视 作 振荡 积分 ， 而 "4 为 其 振幅 ( 具 不 会 ?的 形式 )， 

注 2 由 (7) 及 187) 知 ，D4 由 适 所 微分 算 子 4 所 瞧 一 确定 ， 并 
县 ca 对 应 于 肉 -- 的 4， 它 以 4 为 符 征 ， 且 为 适 中 PO。 刀 后 将 
进一步 证 明 ， 对 每 个 BCX， ES XRn)， PSG， 存 在 适 
氢 微 分 算 子 如 EL ,CX )， 使 0p(x,5)=b(x ,5 和 (modS-*), 

定义 8 设 4EL8,s( 革 )， 上 4 不 必 是 适 DO。 车 4 为 透 
JDO， 且 使 A-A, EL )， 则 称 c4 .Cx,5) 为 A 的 符 征 。 

由 害 暴 3 及 3.2,3 例 3 知 定 久 3: 中 的 万 | 存在 ， 但 非 唯一 的 ， 
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因而 妈 的 符 征 =a 也 不 是 唯一 的 。 客 易 证 明 ， 寺 的 任 二 符 征 祖 兰 
函 芍 7(x ES- xx 民事 实 上 ， 设 4 一 AL EL (T)， 
-4 为 适 4DOD， 了 = 1， 2， 则 R=A,—~ A; EL-"(3), 县 互 为 得 
4DDO ,于 是 核 上 R(X,2) 鸭 具 适 台 的 C0" 函数 。 艺 有 

Ca (XE)—0a, (x,£) 一 e-{ te, © [Ka(x,»)e! {vy. Ey dy 


C9) 
且 对 每 个 紧 集 玉 c 苹 ， 尖 x EK 时 ， 玉 n(x，») 作 为 7 的 函数 局 
于 CYCX )， 放 (9) 的 右边 作为 C7 中 函数 的 Fourier 变换 而 关于 
上 和 急 降 。 由 此 知 有 
Oa (XE)— oa (XE) ES (YE) 
定 祥 4 设 A4ELS, so( 这 )，0a(*,#) 为 所 的 金 符 征 。 著 
lmoalx iS) "on(»,s) 
在 在 ， 即 称 0m(x,#) 为 4 的 主 符 征 ， 著 点 (x*,E') EX x{R,。、、 
0) 使 
om Xe}=0, 
即 称 {x" ,E ) 汶 4 的 特征 点 。 
易 知 cm(x， 5) 关于 8 是 正章 m 次 的 。 故 毛 的 特征 点 集 组 成 
Xx (Rs、\0) 中 的 闭 锥 集 ， 记 为 
Char(A)=1{(%,6) onCs£) =0, (XE EX x (RNO)}, 


3.8.3. SP :中 的 渐 近 展 式 


定义 5 设 aty, 人 EC ( 王 xR)。 若 有 列 Gj(x CSoto， 
1=1, 2, … 当 j ->co 时 ， Wi — oo, 且 于 每 个 整数 7 >2， 契 


a(x, 0) Sox, ESD NXR,), me = maxmy, 
j-1 于 > 了 
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即 称 s 有 渐 近 展 式 
eb,0)~ Eyesles 9)。 

容易 由 定义 直接 验证 渐 近 展 式 的 下 列 性 质 ， 

1) 车 "一 于 o， 5 一 下 2 则 aa 一 5ES--， 芭 之 ， 鞠 ar 
4 a—bES-", 则 bas, 

2) 车 se~ 字 1 则 sa€ Sm， 

3) 车 a~ 94 设 Plx,, 妃 。，Ds) 是 系数 属 S$”,( 人 Xx 
Rs,) 的 有 限 阶 线性 微分 算 子 ， WAe~ Ts fas. 

4) 车 a~ 28y 94 一 2004k 则 0 一 了 gjk。 

4 Ek 了 于， 四 

5) 车 9 一 25， 设 狱 射 7，7= JS)(CR= 1;2，…) 是 正 整 
数 集 到 其 自身 的 双 射 ， 记 Bs = 6 46x)， 则 a br, 

6) 设 o~ 守 a， 记 = gar tT tr fk rk, 
k= 2,3,., 则 ~ 3 bs 

7) 设 a 2 94。 若 #(E) ECCRA)E 1~$ECHR) 
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Q 一 的 Ci。 
了 
定理 5 给 定 QE Sm (CX x R,), j=1,2, “人 更 > 一 
(ceo 则 存在 afgx， E)， 全 ca 一 2 aj。 
+ 


证 不 失 一 般 人 性 ， 可 试 为 后 人 > 人 人， 符 则 由 友和 件 LF Ed 
一 ceo， 可 合并 第 一 项 及 随后 的 有 了 眼 多 项 ， 使 镜 下 和 的 各 项 所 对 应 
的 阶 my 痢 小 于 mm ， 记 会 并 而 得 的 项 为 ef 对 剩 下 的 项 作 同 样 


的 处 理 ， 可 依次 得 到 8,， ba,» bis, ES 且 wi 

mf，k=1,2,…。 若 能 证 明 a~ 54， 由 性 质 4) 及 5) 知 ae 一 
中 

> ,cy 

# 


其 次 ， 还 须 证 明 一 个 预备 性 前 结果 。 设 f 蕊 ;}》 是 居中 的 一 
列 丰 对 紧 开 集 ， 使 工 , 玫 苇 1= 12 且 UXX,= 半 。 设 


0) EC"(R。)， 当 i191 心计 时 ，y 取 值 淮 ， 当 191 沁 1 时 ,p=1， 


则 大 在 一 列 数 {1}; 之 1 f=1,2,…， tj > + oo(f > + 00), 
使 当 la] + 18|+!<j 有 时， 有 


| D5D8 [Ja ]|<#a+ 10) si lats 1p 


(10) 
(x,0)EXL xRs (11) 
事实 上 , 因 Y( 了 ) 关 于 >0 一 致 地 属于 5",. 故 当 |al + 4B1+1<j 
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且 (11) 成 立时 ， 可 得 : 
DsDs [4E)orcs,9| 


Ca ,Xl+ 1 mi Pigl+te rar 
CII TO mata, 
其 中 忆 } 与 j 无 关 。 


注意 当 m mo- , 且 人 < 二 时 ，y%=0， 故 只 须 考虑 19| > 


芯 的 情形 。 于 是 有 
Clt1O) Ym lar+s tp 
=Cy(1 + | 下 mi 十 1 有] mi :Pratrtanpl 
SO + [9 )mz-ireis1+s181， 


改 只 须 选择 1 之 max[2(21C 3)"-! "1 , 门 (这 里 要 求 1 > 六 是 
为 了 保证 fy -> + co)， 就 可 推 到 估计 式 (10)。 
现在 令 aCx, 0)= 于 网 入 Jar(z ,0)， 其 中 国 (7= 2，，…) 


如 上 选 定 ， 使 (10) 成 立 。 
对 每 个 下 >0， 记 wam= 19。 1 刘一民 ,ER}， 则 由 % 的 选择 


知 ， 当 4E oa 且 ty>2R 时 ， 有 (了 )=0. 故 


i, (RB) 
oC,0) = Es(£)ails,0), Cx,0) EX x on, 


于 是 有 
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| 
下 oe 次 Tr 日 
万 8 Dealx, 0) = 关 DEDE [wv(#)o1(,0) | 
好 a€ CX x wn)。 由 对 的 任意 性 知 aE C*{xR,), 且 
se 一 Lr 9 
DEDsa{lx, 9) 一 DID [CB)asc, 0)|， 

(x,0) ET Rs 

下 面 证 朋 浙 近 展 式 关系 : oa 一 2 9049。 为 此 只 须 证 明 当 r 之 2 

1 


时 ， 有 Ga 一 ay E39,， 
下 本 上 


对 每 个 紧 焦 天 定 失 ， 取 1 = 帮 天 )， 使 不 :下 天 。[>r。 于 是 
当 (x,0) EK xR 民 ,这 计 ， x 尽 : 肝 ， 冰 


DIDE (< 三) 


-| D5D8 [三 v(2)o -三 o] 


<|2 ns{E[ #(F)- js 


[1 "ey 
+ [p37ns sp)o| 
产 * 
+ pip 低 
" 1 站 1 1 s(#) ’ 
= 了 +7, 41 
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因 
#(F)-1ECIR cS, 改 忆 (有 -1)a ES-CSmr ， 
于 是 
TC (a BKC+ 19])mr-arael+s18l。 
出 于 1 中 各 号 内 的 每 项 属于 Ssr,， 且 和 为 有 限 项 ， 放 有 
TC(a Pp, KY + IO rr e teB, 


为 估计 Ts， 可 利用 信 式 (10)， 关 注意 有 
i>lol + 181 + [r+1, my ,< , 


出 此 得 
了 < 》 直人 1+ De 
了 工人 41 月 1 
<2fT 十 1 mr-P ettp! 
于 是 ， 
psps (c- 于 cj)|<cde,p,ED(I+ 19)mr-etalss181， 


于 一 了 
(C(x, EK xR, 


Tt 


故 确 有 4 一 046 Ser。， 即 e~ 对 a 


注意 ， 对 给 定 的 如 上 的 列 1o7(x,9)}， 吉 应 的 s(x, 9) 不 是 
唯一 的 ， 记 由 汤 近 展开 式 性 质 了 ) 知 ， 当 上 且 仅 当 of 一 4a€ 37" 时 > 


df a 
' 
下 述 定理 使 "~ 2 4 的 检验 过 程 简化 。 
定理 6 设 ajES9H (XXR)， mi 下 一 00。 若 a EC*(Yx 
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RR。) 满 足下 述 两 个 条 件 ， 

(C1) 对 任 一 紧 集 六 呈 革 及 任意 指标 组 x, ,存在 常数 C 及 
Fy 只 与 ac, 有 ,天 有 关 ， 使 

[DED2aCx, IEC TOI)*, Cx,OEK xRs, (12) 

《Cs) 对 和 任 一 紧 集 长 己 革 ， 存 在 数列 C= CR) 及 i= 
Hi) =1;2，，Hi> 一 cofl>+eo) 使 


i=1 
alx, 0)— Dax, HECHL + | 5 
j= 


(0) EK xR,, 13) 
则 有 ea 一 > Gy。 
可 


这 个 证 理 的 意义 在 于 ， 只 要 导数 万 8 D8c 满 足 弱 得 多 的 估计 
式 (12)， 则 不 必 对 (13) 左 边 的 各 阶 导数 进行 估计 ， 只 须 对 其 本 
身 验 证 估计 式 (13) 就 够 了 。 这 当然 方便 得 多 。 

定理 的 证 明 依赖 于 下 述 引 理 的 多 维 推广 ， 

引 理 1 设 /(D EC?[ 一 1, 1]。 记 

As= sup lf D(H)|, j=0,2, 
则 有 
LODTs44(4o+ da)， 

证 于 
. [fCD-f’ (OT EA 
鼓 当 4 | 引 所 这 177 (90)1，[sI 时 ， 有 1 产 ( 昌 1>> 于 HA (0)1. 


记 
B= min{ to) ， 1} 


* 2d0 ， 


则 当 #E[ 一 已,B] 时 ， 有 | 疡 (9| > 二 ,7 (0)1， 于 是 


24o>1f(B) 一 (一 B)1= If (NIB—(— 8) 
之 土 |f' C0)128= BIf'(0)] 


注意 当 疡 (0)7 = 0 时 ， 显 然 有 
[FC0) :sed A Ao + A,) 
而 当 f (0) 埃 40 时， 有 


f(D)1< -2 24。 max{] 户 入 ; 1}， 
故 或 |fFr(0)1 < ， 或 |f7(0)] <<24。， 总 之 有 
[F000 ?dA A + 4,), 
引 理 2 设 丰 ,及 攻 , 是 R? 中 荀 两 个 双 集 ， 且 开会 于 下 ;的 内 
部 ， 政 ,一 intK:， 则 存在 常数 C>0， 对 任 一 在 反 : 的 基部 域 中 
具 二 阶 连续 偏 导 数 的 画 数 /(x)， 有 


(sup 2 1pef1) 


1 Igte=y 


<Csuplf(x)) [suplf(o) +sup 1Df|| (3) 
Ks > Ks 上 三 下 二 


证 因 久 , 会 于 尺 , 的 内 部 ， 改 紧 集 攻 与 保 R?、 所 ,的 闭 包 
有 正 距 离 r>>0， 对 起 , 上 每 点 x*"， 作 半径 为 ? 的 球 邻 域 orfxo)， 
草 wr(%')CE,， 且 w(x*) 中 每 点 x 可 表示 为 X=%" +iré， 
lil<I, |El=1, tER!, SERr, 令 
gt)= fx + tEr), {Iti1, 
把 引 理 1 应 用 于 gt， 并 注意 
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af Yoyo 
oD= ri ) + EE) 


页 一 5 a: 0 
9 二 + tf}, 
可 得 
ie f(x ) 下 ; | 
Es 2 sg, on re 


{$8, 1A rsd)] 


(i) 


££-. j=l 


<4sup1i (x)] {suplfC*)) trisyp DP 1D°f(x)1}. 


十 天 2 sup 
1¥1s1 


1 


记 
e 1 =(0,1,"" ,0p1), f=1,",p, 
其 中 8681 为 Kronecker 记 号 ， sn={. 7 取 二 =et0， 
有 
Of (x?) 1 
| <{sgelf) [sp 
也 Dr 和 f=1,", ， 
+ | 小 二 
由 此 得 


(Gep ID 
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<4p'spplf (| Asnp idl rsp 于 1De7 


<Csuplf suplflt su 于 12c71] 


其 中 C=4prmax( ,1). 
现在 证 明定 理 6。 由 定理 5 及 渐 近 展 式 的 性 质 1) 知 ， 存 在 
bE Sw 使 5 一 5gy。 记 d= ob， 营 能 证 4ES-*， 则 显然 
4 


有 a~ 2 ay。 
i 


由 5E S 25 及 条 件 (C,)， 知 存在 仅 依赖 于 ec, ,区 的 常数 


CR 及 rn 使 
[DEDid(x, ECL+ | +, (XO EK xR,.., {14) 


另 一 方面 ， 由 条 忻 (C 和 及 显然 的 关系 
ft-i 让 一 
a—b= ke- 三 o) 一 -三 9 


可 得 

[daz OTECHKYO+ OI + OCKYC + IO mi 
故 有 

[dw OECICE YI [Or ， (x,0) EKxR,, 


(15) 
其 中 viCK)= max(prtK)， M1) 一 00 c+o0)。 记 
d(x, 6)= d(x,0+ 8), 
显然 有 
”243。 


万 和 D8d ox, Eo = 有 88q(x,0)， 
取 开 ,= 天 x {0}， Ks= 人 民 x {5 1 之 1 从 为 了 中 紧 集 ， 而 
使 KcintKR、 据 引 理 2 及 估计 式 (15)， 可 得 
(sup 开 1D8D8a(z,601) 


KE elalpi1 


<(sup 工 18D8d s(x, 1) 


KK | 


CK Ysypl dels, Osapldss, 


t+sup 5 IDiDBd,(*, £)1| 


Klarpley 
CKEICICKNMI+ IB+ENI HTC 
+ | 有 中 EI) pr COKIN + IO+ED 了。 
由 于 片 | = 1， 故 有 


0+10DC1+ 10+ ele2(1+ 191》， 


于 是 当 |e+ 有 | = 1 时 ， 得 如 下 合计 
(DgDéd (Cx, CHK + [901 0, 

(xO EK xR,, {16) 
其 中 vi (KK)=> 一 oo(1>+oo)。 因此， 对 任何 实数 mt， 只 要 1 
充分 大 ， 可 使 

IDyDéd(x ,0 Ca 8, KY + 10 Dm- eo tap, 
(17) 
lea+B|=1, (x,0)EK xR,, 

当 ia+B8| = 23 时， 重复 应 用 上 述 讨论 ， 这 时 代 蔡 《15》 而 利用 
(16)， 又 可 得 形 如 (16) 及 (17) 的 个 式 。 傅 光 类 推 ， 知 (17) 对 所 


和 


有 的 wa 及 有 成 立 。 辫 d ES Ee 由 % 的 任意 性 知 d ES-*， 定 理 
证 圭 . 
3.3.4 用 振幅 表示 适 投向 分 算 子 的 特征 


由 此 以 于 假定 p 及 4 满足 要 求 0 二 6<<o<cl， 
定理 7 设 4 为 以 a€ 5 ,( 基 x 基 xR) 作 振幅 的 适 PDO， 


则 万 的 符 征 catx,#) 有 渐 近 展 式 
CA(x， ~ 守 训 QED Sa(x, ,8) | yz， (18) 
of=( 语 六 “(3 ) 
= 1 _oY 1 1 9 i 
Ds = Ov 了 5 ) 
注 8 因 0fDsaly-sE528 07 51 而 6 一 5>0， 芍 
ma 一 Hi 一 (P-6)lal~-c (lal>+o) 
因此 ，(18) 符 合 浙 近 虹 了 式 的 要 求 。 这 也 吉明 有 必要 作 G< 2 的 盆 
定 。 


证 首先 可 注意 ， 若 (18) 对 4 的 适 振幅 成 立 ， 则 对 4 的 任 

一 振幅 a/ 仍 成 立 。 事 实 上 ， 因 对 角 集 人 二 {(x，y)EXx 芋 ， 

=X} 会 于 sing supPK 4， 随 之 也 含 于 适 集 5uPP 上 4 中 ， 据 定 

理 2 及 其 证 明 。 知 存在 具 适 台 的 函数 r(x,y)， 在 supp 天 4 的 某 
个 邻 址 中 恒 等 于 1 ， 使 re’ 为 4 的 适 振幅 ， 于 是 
va, ~ ADI ) ly-s 


= De [ys, 


由 此 得 知 ， 只 人 须 对 4 的 适 振 幅 a 广 胃 式 (18》。 


据 适 振幅 的 定义 知 ， 当 ?限制 于 紧 集 上 上 时 ，a(%x,y,$) 作 
为 3 的 阔 数 具 紧 台式 *， 县 民 ' 上 只 依赖 于 不， 而 与 8 无 关 ， 故 04 
可 表示 为 ， . 
FAX, 5) = {fax,»,0)0t ee 人 (ys Ed yf, (19) 
上 上 式 当 xE 天 时 ， 关 于 y 的 积分 漆 紧 集 关 7 进行。 
注意 集合 上 ?= {2:2 一 了 一 X*，XE 上 长 ，y EE 长 "1 为 紧 集 ， 因 
此 可 改写 (19) 加 下 : 


Tal*, £)= lI (ya BB ax, yd yd 
一 le: la TD (x +2,E+n)da7 


-| [CI 一 六 sse-ttz m1+)21)! 


X ax Xia tn)desn, 
到 站 名 
其 由 9=8 一 5&， 和 八 := dz 易 知 有 ， 


{DEDEC1— As) alx, +2,s+ 7)| 
Ca pl, KYC+ Etna A +t) (20) 

xEK,2 EK, En0ER,, 

由 (20) 及 明显 的 初等 不 等 式 
(CITt inl) ia (1 + | 人 和 于 
2 EN) TI [E+ 2 

可 得 

I DEDéoa(x, S| CoB, K+ ED 


xfar+ ] 二 十 好 | "P's ref- 【1 一 下 学 站 


+ 24G6， 


职 术 下 让 革 人 外 ， 注意 到 (1+ 16+3D2>1 


一 如 
有 
[DEDsoax, eCCa, PB, KOC+ EN BP KY, x EK, 
其 中 = 2 红 +h+1， 故 4 满足 定理 6 的 条 件 (C,)， 
另 一 方面 ， 上 由 Taylor 公 式 知 


lal 
Is1” 


口外 区， -| (5 ax, x+2, 三 十 0 各 7 


-| y， 蕊 (YX 和 十 2 和 


[| 


+ 》， NE oFal ,x + 8+ tn)d Id 
ay QC! do 


= + Rr, 


利用 和 分 部 积分 ， 改 写 了 如 下 形 ， 
Ts 了 et ooo + 2, $dadn 


1g1=N- 


= et ogDga(s, +2,6)dzan, 


[ < 上 
注意 
| (和 站 和 人 和 二 之) 二 
一 [DO 全 门 ?of 和 二 十 人 各)]， 
这 里 严 z 表 示 基 阅 2 的 Foatrier 灾 换 ， 故 有 
7 8Dga(x x+z 有] 全 人 ev 


| 


= 工 [3FsagDyoccizree 了 ] 


类 


247。 


= -LorDga(x, yy-s. 


ar<wo! 
于 是 得 
oalx, 2)— DT oFDga(x,y,é) ys= Ry (21) 
er<we! 
、 1 
记 G,= {971981， n€E Rs } 


Gs,= {0:19)>21El, rER. } 


把 Rx 的 积分 域 分 为 天 ”XG 及 天 xs， 这 里 天 ?为 对 z 的 积分 
域 ， 和 应 得 Ry = 玉生 相生 。 下 面 分 别 允 这 两 项 进行 估计 。 


1 -E(x, ny n° 家 
| Tl 3 
tte 
| J -4 tr, DOEDE 
,a 


x af 加 十 二 E+tm(1—t)didzdn| 


< 3, Cle, < | (1+ [E+f91)m (0-4) terd ay, 
tw fen 
i EC0,1) 


或 


IRESISCHAKY | Orleans, 
1 和 1 性 1 有 73 


XEK, 1,E(0,1) 


* S48 + 


当 | 中 志 革 1 时 ， 有 

B+ ESL + IE+t nL+ 1 有 1) 
且 以 | 让 为 半径 的 球体 积 具 阶 V1#1*，V。 为 只 依赖 于 的 带 
数 ， 出 此 知 


[RS [SCHK)C + [EDN ns), wxEK, (22) 
为 估计 Ri ， 先 考虑 积分 ， 


17 | = | | ei nogalxsx+z,8+indad| 
K" xQ, 
-| 人 ete agpDse, x +2, E+indzan| 
K" x 
= fe wrin) 
2 EK" 


x (1— A Dsa(x,x+z,6+ tm)dz 本 | 


< |{ cepE)XGI+ioD-2 
ignite 
x{1i+t | 和 十 tn|)™- {p= a} teatt2ls sn, 


当 | 丰 沁 上 | 时 (C116 +91)3C1+ 191), 记 P= max(m~ 
(Pp 一 6)N 0) 有: 
ole {Cah EYG + Ho) ttn sa 


2 
O(a, KYC+ 二 PN 


"249 。 


取 != CN 充分 太 ， 使 
—211—S}Y+pyt+n+i 
<min(m ttn- Nip—6),0) 


即 有 ， 
2} ! ~ N : _ N 
[Re = 1a1mN KES D) dt | 
OHAKYMI+ 本 | mt te xEK (23) 


结合 (21)、(22) 及 (23)， 得 
[oatx, £)— > 二 98Dga(xy, Oly- 


1 1 < 亲 


CwCK)C+ ll)"s, x€EK, 
其 中 pr= 挛 + 一 (一 有 一 一 cof( +c)。 故 定理 6 中 休 
件 (C 5 也 成 立 。 于 是 定 尿 7 得 证 。 
推论 1 设 AELB 6 和 0S8<P<S1， 刚 ra(x 6)ESS 0 
且 对 每 个 xX，&§}E 538 s， 存 在 适 拟 微分 算 了 如 E23. 使 
Gp(X,E)mb(x, (madS "(NX x R,)). 


3.3.5 所 微分 算 子 的 转 置 与 合成 


如 前 所 述 ， 拟 微分 算 子 4 的 转 置 144 由 下 式 确 党 
(ao) = (utA0), YauECSE)。 


这 里 (P, 区 = |gpwdx, ,EC"(XX)， 且 东 少 有 一 属 C3C 六 ). 
XX 
4 的 伴 算 于 4* 则 出 如 下 的 内 积 关 系 确定 : 
{An =u, Aro), Va,vECr(E), 
这 里 op。 区 = pg dx， 而 与 (9, 少 有 所 不 同 ， 
设 4= Opfel，ofs ys)ES8 a(XXx 汪 xRs)， 容易 算出 
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A009)= {fet -YD acy, y, vw) dds. 
类 似 邮 可 算出 

CA = fe ac, ye) dx, 
或 出 4 的 符 征 04(x ,8) 记 示 式 (8》 

(Ce = fot er oncr, uy)dyE (8) 
得 +4 及 4" 的 如 下 表示 

(hot = | Hoax, Eo(w) dd (24) 


CA w= fetes aso dre. (25) 
首 (24) 中 开 换 x 及 >， 并 换 8 为 ~， 得 标准 囊 示 。 
C40)x)= [fer oy oy Eu yd yiE, (247) 
同 祥 ， 在 (25) 巾 互 换 Y 及 y， 得 标准 表示 
CE)= [ea 区 ao()dygE (357) 
定理 8 设 4 为 适 4DO， 其 符 征 为 4(*,$)。 记 14 的 符 征 为 
os4， 4 的 符 征 为 94,， 虽 有 
0 (%, 8)~ DE Doar, —é), (26) 


EP 0) ~ DI, EY). (27) 


证 这 时 *A 及 4' 部 是 适 和 DO， 香 由 (247) 及 (25') 知 44 的 
振幅 是 ca442 一 8)， 刀 ?的 振幅 是 64 (2》,5)。 谱 用 定理 ?7， 即 得 
浙 近 展 式 (26) 及 (27)， 

"25T， 


为 了 以 后 的 需要 。 还 得 引进 适 拟 微分 竹子 4 的 对 但 算 子 分 


及 ca 的 对 侦 符 征 04。 
设 4 为 适 和 DO， 共 符 征 为 a(x,6)。 先 定义 04 的 对 偶 符 征 


04 如 下 
G(x, §)=04, (x,—E), 
由 (26) 可 得 下 述 结果 . 
定理 9 对 偶 符 征 54 (zx,6) 具 渐 近 展 式 


,~ 00" Dra 8). {28) 


对 惕 符 征 的 作用 可 由 下 述 命 题 看 出 . 
命题 2 设 A 为 到 VDO,，#ECs(X)， 则 A4 的 Fourier 变换 
[zw] 可 表示 为 


FLAu1®) = et "toy, 8) sdydy, (29) 
证 因 *('4)=A4， 据 (24') 有 
CAu) w= | [et er orty, —Eu(y)d ys 


= fe (2. Ey [je {¥, dor, — Euy)dy | 了 


= Fi[ ew 6a, uCy)dy]x) ， 
由 此 得 
FILAslE)= fe toy, uy)dy. (80) 


把 u(y) = jet 到 (9)#5 代 入 (30)， 即 得 (29). 
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现在 定义 运 拟 微分 算 子 4 的 对 偶 算 子 仿 为 CS 大 ) 到 其 自身 
的 线性 映射 ， 使 得 


ALF4]= FILAu], YuE CX), C31) 
由 (29) 知 ， 对 每 个 0(9)E C23CX)， 有 
CAo) (8)= [fort ne Gy)d ydn, (32) 
定理 10 设 4 及 8 都 是 适中 DO， AEL?',(X), BE 
Lo X).iC= BA, Cu= BLAWI, YuEC(CX)Y, 则 C 也 
是 适 4DO， 且 C ELP:3”:(XX)， 相 应 的 答 征 间 具 关系 : 
ope a (x, DO~D Mss,E) De aly.é). (33) 


证 利用 (30)， 可 得 
Cu = BOCAW = forts Das(x, YAN) E) 人 


fe (2. to (x, E) [fe-: Cy DCy, u(y)dy| 这 上 
-ff (ou on(r, ENCy, uy dyds, (34) 


op(x ,SoM CY,S) = ogCx, oe (ys EESYm: (XxX 


多 ， 汗 厂 


x 有 as)， 故 由 上 式 知 和 GE 工 os45 2)。 叉 由 显然 的 关系 式 红 = 
tAoB 忆 及 定理 #4 , 知 C 为 适 和 DO。 列 于 须 证 明 渐 近 展 式 (33) . 


由 (34) 知 C 有 振幅 06(x,8)04(y,5)， 于 是 据 定 玲 7、 定 更 
9 以 及 3,3,3 中 所 列举 的 渐 近 展 式 的 性 质 ， 可 得 如 下 结果 (约定 


+ 253。 


入 汪 一 于 估 表 示 它 们 站 < 同一 函数 的 渐 近 雇 式 ): 
Onsal%, ~ DIDI Soa, Ely-s 
= Lon,s) Denar, 8)] 
~ aes, 0) Des, §)] 


= BIOT CO,é) ICC — Oe) D+ oacs,§)] 


+t 
一 《一 1]481 B+ B+r+ 
| Bivr 1 [0 #0BJLos" De 0al, 
或 
EJ ph 《一 工 ) 2 3 YR+Y 
Op A(%, $) 于 六 于 - (> 可 Lotca]0EDDs Ya 
(35) 
记 
(x + YS + yk (xs T Ya) nt Vn) 
B= (CR, ,Rn), 
在 公式 
RI 
+ k 一 .Rl 4 
+») 11" 
中 取 X%= 一 =(1,1,…,1)=e， 可 得 
Dp (一 13184 Le f ,有 = (0，0)3 
pran Blol hl R10,k# C03...,0) 


代入 (35)， 即 得 渐 近 展 式 (33)， 
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推论 2 设 AELp!is(X), BELP XX), EdoCpe 1 ， 
且 B 为 适 DO， 网 算 子 所:B 及 馈 了 B.A 都 属于 L?'3":， 并 映 
Ci 三 ) 玫 Cr )。 

证 先 对 4E€1-*( 久 ) 的 特殊 情形 证 明 A4. 上 8 及 ,4 痢 属 于 
LL-"( 六 )， 事实 上 ， 因 A4EZ-*(XX), 帮 4 为 其 C" 光 滑 核 的 积分 
算 子 ， 而 有 : 

A |K, Cy zd, KEC A xAI,uECHH NR), 
于 是 
CBo A = 

| {ey EbCx, yd) js (yyz)a(2)dz]ady 本 
其 中 bx ，y。) 为 百 的 适 扳 幅 。 当 x 在 紧 集 上 变动 时 ， 半 于 y 的 
积分 域 也 足 紧 集 。 利 用 振 萝 各 分 正规 化 的 等 价 定 又 ( 风 3.1.2 式 
C3))， 有 

BeAu = tin |e: 《ze 


x [x 《PDT je 


= tim{[ /je (ey (ek bx, ys) 


Ry, a)dyd el)dz 
= [lim 人 Comp BD) re) B(x, y,£) 
x Ka Cy 2)dy dela)ds 
=J[ /et er 6 y, SK a C9,2)dy dé] a)dz. 
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Cx 2) = Jot es ox,y, SK a (ys2)dy:§ 


=B[LE 4 (y,2)] 
仿照 3,3.2 命 古 1 的 证 明 ， 知 CCx，2)E€C"( 汪 x)， 邦 如 .4 
为 具 C" 注 滑 被 的 积分 算 于 ， 于 是 Br" AEL-“( 廊 )。 又 因 A:B= 
Bi。A)， 故 也 有 4A4cBEL-"(X)。 
现在 考虑 一 般 情形 。 据 3,3.1 定 理 3 知 4 可 分 解 为 4= 4， 
+ A,， 其 中 性 为 适 gDO，A; EL-“(X). 于 是 B.A= B.A 
+ 如 .A4，,。 由 定理 10 上 面 及 上 面 已 证 得 的 结果 , 知 B。A,E 


ZL" 如。A, ELel !, 帮 Bo。AELpis 2)。 同 理 可 证 明 


m+m 


A BELp's *(X), 


3.3.6 经 典 所 微分 算 子 
定义 6 若 拟 微分 算 子 才 的 符 征 ca {x 党 ) 基 如 下 性 质 的 渐 近 
展 式 


Caw) 2 Gm-4(X,5) 《对 大 的 [1)， C36) 
j=0 


其 中 or- ;关于 天 的 1 为 正 齐 m 一 /次 函数 ，J =0,1,… 则 称 o04 
为 既 典 符 征 ， 沁 作 oaECSer 人 xxR)， 并 称 用 为 经 焉 中 DOO， 
记 作 4ECL"CX). 


法 4 所谓“ 对 大 的 |$| 有 oe 一 宛 04”， 指 的 是 : 存在 YE 
Co(Ra), 当 181<< 时 ， yp(5)=0; 当 |£1>>1 时 ， 交 5)=1, 使 
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A(X SE) PEG, E) (37) 
f 


容易 验证 下 述 命题 。 

命题 3 o) 若 AECL™WX)， 出 4 的 主 符 征 0 如 (x，) 存 
在 : OCX,5)= om(x 和)，cm 是 渐 近 展 式 (36) 中 的 首 项 ， 

5) 若 4 及 4 者 是 通 上 DOD， 且 4ECPTI4) j=1,2， 


(各 | 二 下 


则 4 -dy ECLm+ms( 下 )， 且 其 主 符 征 0 多 让 =o 


om 了 


2) 设 4ECLXX)， 则 14 及 A# 也 属于 CL ), 


3.4: 变量 代 换 与 流 形 上 的 拟 微分 算 子 


3.4.1 所 微分 算 子 的 变量 代 换 


设 给 定 由 域 汪 CR" 到 域 拉 :一 中 "的 微分 同 及 fs 
它 引 出 拖 射 
OE CO" CE H->H oF, 
x 作成 辐 构 ， 并 映 CiC 斌 1) 到 C3C 了 )。 设 4 为 下 中 的 DO， 用 
下 面 的 可 换 图 定义 算 子 4 CHX >CO (HX,): 


| 
CI) CX) 
| 


I 
| 
#8 | | i 
| 4 | 
CX)—— >C*(X,) 
有 nA KE = A oe), AB} oF =A(H oe rx),， 记 
LH ty 
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LT eK) oe Ki, {1) 
设 4=Onpfa)，G=afx yeES8 XxX xR,)， 有 : 


ACx)= {fet mo ar yw), yuey dy €, 
令 y=x.(z)， 则 上 式 变 为 ， 


CA)Cx) = {fet eer ac， 
Ri) JU ldetx Ce)ldzdE, (2) 
其 中 *," 泡 映 射 x 1 前 Jacobi 方 隆 。 蕉 4 为 具 位 相 函 数 (x ,3,#) 
= {x1CX)— Ky) ,的 FIO, 可 证 明 ， 当 1 一 Pp 太 6 之 Pp 上 时，A4， 
为 DO。 这 可 由 下 述 一 般 性 定理 推出 . 
定理 1 设 定义 于 寻 X 妈 XRw 的 位 相 务 数 p 具 性 质 : 
1) wp(*,y,9) 关 于 9 为 线性 函数 ; 
2》 当 且 仅 当 x= 3 时 ， 有 [qe (X,Y ,0)| = 0 
设 44, 的 捧 幅 a(*,y,0)E 5 oCXxXRxR。)， 且 
1~p&6<p, (3) 
则 FIO 4 为 DO 4, EL CX) 
为 证 明定 理 1 ， 先 建立 于 面 的 引 理 。 
引 理 1 设 位 祖 满 足 定 理 1 中 的 条 件 切 及 2)， 则 存在 对 角 集 
六 C 上 xx 拓 的 邻 域 吕 及 在 吕 中 非 退 化 的 # xx 实 方 阵 丁 数 x， 
2EC< 3 Ey 的 每 个 元 Vij 属 C*(0), 1i,j=1,…, 7 使 
PR VBR VINE = (KX—Y 6), (XVI EN (C4) 


detypix, wv)detos,. a (X,Y ,0) |y-s = i. {5 ) 
证 ”由 条 件 1) 知 有 gy(%,Y)EC* 使 
PX 8) SPIlr, YY, (6) 
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二 条 件 2) 及 i63 知 当 且 充当 y= x 时 寡 
PilX =0, j=1, ,ny 
鼓 gp(x,x ,8)=0。 对 x 求 导 后 得 
Ci) = — Py, (7) 
所 位 烛 函 数 的 定义 知 有 : 
PE v0 (PH PE PEI FO, ,0), OF0 
把 3》= x 代入 上 式 ， 利 用 条 件 2) 及 (7}， 得 ， 
Palys0, HO0 


[ 闫 Bx 


只 有 和 零 解 6 = (9 ，…，bn)=0， 故 相应 的 系数 行列 式 不 为 零 ， 


即 
‘(3 


男 - - 方 硬 ， 对 邻近 于 对 角 集 入 的 (x,y)， 有 
PCN, YY) = PI VI PY, Y) 


;= 0 


y= 


0 (8) 
村 


1 
= {gpry + HX—»), ydt 


= ba Hx) 了] 本 下 了 一 区 


即 ， 
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px y) = pg Coy Yi) {9) 
k= 


psx, 7) = {BEA y+ Cs—»), dtE CQ’). 


号 "为 入 的 某 邻 域 、 显 然 有 


b 0: 
= Ps = 
Pea |y-= Dxkjly-a Drkogf lr-s " (10) 


用 下 (zx,y) 记 方 阵 (pry(z,Y))， 则 由 (8) 及 (10) 知 ， 丰 在 公 x 
半 中 于 角 集 入 的 分 域 品 ， 使 当 (%,3) EE 全 时 ， 

detW (x, y) #0, (T,J)E DN, 
记 玉 的 道 方 阵 为 

Pr I = HY (x,7) EQN, (11) 
由 (6) 及 (9) 得 


pT,Y, 0)= : 2 PEI CT VI TE VID 


= C2 3), Wr, 700)。 (12) 
令 钱 (ry)0 = ， 即 08 = 办)5， 出 (12)7 即 得 (4)s 
PT YPCX VIE = Cr Ys), 


叉 由 C10) 及 (11) 有 
POR, YY |y-= = pz, gti yy,0) [yz 
= px, x (Cx, r=1, (13) 


了 为 n x # 单 位 方 阵 。 由 (13) 即 得 (15)。 
定理 1 的 证 明 把 (2) 写 成 标准 形式 


Asnlx)= eto ar,y, uy)d yd (C27) 
PLIVO) = HE) KY (14) 
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QO RN =a Cr xy) 0) | detr tv) | 
ES8 oHXKXAR,), (C15) 
8 显然 满足 引 理 1 的 全 部 条 件 。 故 存在 及 名 如 上 上述。 使 式 (4) 
成 立 。 
取 r(z,yDJEC (xx 王 ) supprc 品 ， 合 r 在 对 角 集 入 的 
基 邻 域 只 :只 中 取 值 1 。 记 
a =ra, at = 1 一 za， 
则 4, = a 人 2 +at， 于 是 4 相应 地 分 解 为 4 = -400 +A‘, 
出 于 如 避 的 振 巾 a (在 对 前 六 的 邻 域 吕 :中 恒 等 于 零 ， 据 
条 人 尾 2 及 3.2.1 府 理 1 知 枚 4 (2 EC*(XxX), 随 之 AE 
LY 人 (六 )CL? E 人 )。 喜 翻 下 只 须 证 明 A 和 局 于 Ls 六 ), 
在 
人 s(x)= jje'® tie. DP. oy ty Cry aty dy 
中 作 变 换 
T=%, Y= yy 上 = 及 19 和 X 汪 0ERe， (16) 
应 用 引 理 1 可 得 


0) u(r)= [et 《益生 ET $C, 


Jy)E) detyez, yiaty) ucy Yd vy, (17) 
记 
Br VE a Cr yr IE) | dety tz, »))| 
=r(z,y)|dety la (tz, yp8), 
流 证 5ESB (全 x 和 Rs 注意 有 suppbrcC 只 ， 而 在 只 中 
detp(z yy) 不 变 号 ， 可 58EC*CX x 光 x R,) Hsuppr. yD. 
于 是 具 须 证 2 tC, Hz YE EDD MO xR,). 
注意 C16) 记 确定 的 映射 f 是 吕 到 自身 的 微分 同 有 不， 政 共 北 
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F “: 床 然 ， 晶 满足 3.1.3 引 理 2 的 条 件 2， 故 确 有 
Bry EN)= at of IN YE) ES A 0 XR,). 
综合 上 述 所 证 ， 知 A1EL3 (ZX ). 
推论 1 设 如 ER 8 有 ) 1 -Pb<Pp。r 汶 及 -> 人 7 的 微 分 
同 旺 ， 则 由 (1) 确 定 的 算 子 4 E 开 上 全 7)。 


3.4.2 符 征 的 变换 公式 
为 建立 4 的 符 征 ra ,及 4 的 符 征 04 间 的 联系 ， 求 出 04. 的 
渐 近 展 式 , 须 先 证 明 两 个 引 理 。 


引 理 2 讽 商 量 画 数 m(zJ= (mi(z) ,wa (XT)) EC (XY), 
2 和 上 是 四 的 二 阶 零 点 ， 最， 了 gm-se=0，1681=0，1， 则 


Dgeitetz 9 | so 是 1 的 次 数 二 1 的 多 项 式 。 


证 当 ial = 0 时 ，ei et) 一 1 下 理 成 立 ， 

应 用 数学 归纳 法 ， 设 [a| 志 8 时 命题 真 。 当 |al = +1 时 ， 
令 a=ar+B，la’|=&，|B61=1， 则 有 
Dae (os) nm) | so = Da'fetwt). 7) (iD8m(z), 7) 了 ss。 


3! LDer to 人 Jes oiDt hw(r), 9)s-eo, 
V+- 


当 15+PI 志 1 时 ， 和 和 式 中 的 第 二 个 因子 为 零 ， 所 以 上 只 须 考 下 
16+ 有 [1 的 项 ， 即 16| 节 1 的 项 。 由 于 |7+6|=1a'l=&8, 知 ， 
| 所 一 1。 据 归纳 法 假定 ， 和 式 中 第 一 个 因子 者 是 7 的 次 数 志 


“二 1 的 多 项 式 ， 第 二 个 因 于 显然 都 是 次 数 志 1 的 多 项 式 ， 故 利 


+ 


式 中 每 一 硕 都 是 关于 的 次 数 < 二 1+1=A+1= el 的 多 项 
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式 。 引 理 2 得 证 
引 理 3 设 忆 (rz， 万 )= 了 ，aefz)s 是 系数 属 C*( 计 ) 的 


1 1 性 


阶 线 作 微分 算 子 ， 册 有 如 下 的 推广 的 Leibniz 公 式 
Plr, Dun)= Pin (x, Dal, 


FF 罕 1 志 吉 al 


vu,vEeCn i), (18) 

其 中 局 Cz, 力图 呈 (9) (x,8) = 68P(z,5) 换 5 为 DD 而 得 . 

证 ”这 个 公式 有 多 神 证 法 。 这 时 用 所 微分 算 子 给 出 一 个 较 
简单 的 证 明 。 

可 先 计 #4,0E C3( 夸 ) 的 管 形 验证 (18); 面 当 4s, vEC*( 人 XX) 
时 ， 取 ECIC)， 使 gp 在 任 一 周 定 紧 贷 尺 CC 六 上 取 值 1， 令 
HU =B2; 代 入 (18) 知 此 起 对 性 驴 加 在 五 上 成 立 。 由 五 的 
任意 性 知 (18) 在 整个 下 中 成 立 。 最 后 ， 对 于 CI) 中 的 ea， 
可 用 其 光滑 化 站, EC (KK) 通 近 ， 这 里 站 ox) = (ex)， 


bz)E CX), [YCr)dr= 1。 参 看 2.3.3， 


因 #,0EC5( 玉 )， 其 Fourier 变 找 4(5)，v(5) 存 在 且 关 于 
急 降 ， 故 怀 列 注 算 过 程 是 合理 的 
Plr, 万 (az)(z) -| (nD PCr EMOCEI EE 


= |e: (P(r Et vo (EGE 
= {eit Pa Heo (dnds 


= forts erm Per, Et) ne) oNdydt, 
这 果 用 到 代 换 5 ~ 一 ?。 拒 P(x ,i 一 加) 对 展 并 得 
* 263 + 


Plr, DY(uv)(r) 


= fe {I, +0) > Pia} Cz, OF WE) 0 (mdnet 


1 如 1 二 性 


=- fer opeoa, tu er rs "lo(y) dn 


[1 


=- 并 Pens, Dual) ol®), 


iamtcm 


旅 (18) 成 立 。 
定理 2 纵 定 微分 闻 肽 x， 廊 一 污 ， 及 适 执 微分 算 子 ，AE 
8 (县 1 一 上 过 3<p。 设 算 子 4 由 式 (1) 确 定 ， 则 有 


1 
Fay lyr a Poh Cr， 
站 


tx (CIINI DEet (te (5 9 | sj (19) 
gar,E)=0F0, (TL, 6) 
Ki 2) REIT ENET— TY, (19") 


而 心 则 为 变换 的 Jacobi 方 阵 。 
证 和 完 注 意 z=x* 是 xz(z) 的 二 阶 堆 点 由 引 理 2 知 


Deet (ni (z) ES 故人 19) 右 和 边 的 通 项 属于 


可 《8 二 al 
pi 站 


因 1 一 P<6<o， 有 p> 言 ， 子 是 渐 近 展 式 《19) 有 意义 ， 即 ， 
1 
m— (p— 二)iet>—(lal)>+ 00), 


取 0 a 作为 4 的 振幅 代入 (2)， 经 变换 (16) 得 ， 
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La(a) = Jere oa a) pe I NMGCrsy) dy 
(20) 
G(r,y)= detri (zdetplr, yl, rei! 
据 3.3 .4 定理 ?7 知 


qa (zDDILoAK (2), 


外 


PT IIDGCT I) | ye 
= DILG(z, OoaC 2) Cz, yO ys 


= DIGeCr, oS CF) Wz, 2)9)I lyes, 


其 中 人 olz ,上 只 恢 识 于 变 挽 re, 而 与 算 子 无关. 
现在 计算 
SEGa(z, So EI CR CRY POL, y 7) 


= DYGaz, yD Cr), (ry) 
Yidact 


Pe oy oN GE) YE 29)， 
各 十 本 一 加 


其 中 已 。s EC 且 关 于 ?为 次 数 委 141 的 多 项 式 ， 它们 完全 由 交 
换 < 确 定 ， 而 不 依赖 于 -4 


加 4 区， 轨 》 > 2 


pt or 


PrN Ce alr Eo CCT) pr, 2)9), 
BB 个 


Pa sr TIT (CL), 


注意 161= la+ 上 ls<2lal， 故 14 = 181-lels1pI 一 二 Li= 
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1 . 
181， 于 是 有 
Ta {x, ~ Ca Mos (we), br, x)1), (21) 


这 里 Cg(z，, 帮 仅 出 K 确 定 ， 而 与 4 无 关 ， 只 为 系数 属于 C*(X》 
的 多 项 式 (关于 中， 其 次 数 < 


在 C31) 中 换 z 为 xtz)y 并 利用 (13)。 得 
PT TI ERR) = tr (FY) 1 
由 (21) 及 TacoPi 窍 阵 的 性质 知 
POT ,P| sts) 三 ter) te) = fer (x), 


放 有 


gam), ~ Le Wag (ze, te 2), 7), (22) 
A 


直下 getzyo)= Cal 让 |-xts) 仍 然 是 9 的 不 超过 lolw 的 


客 项 式 ， 共 系数 属于 Cf 拉 )， 且 98 完 全 由 X 硝 定 ， 与 辽 无 关 。 
帮 可 取 44 为 线性 篇 微分 等 子 ， 埋 接 求 出 形 如 522) 的 渐 撑 展 式 ， 
用 来 确定 gpfzy7)。 


事实 上 上 , 设 A4= P(tz,D)= aafx)Dr， eaf2EC)， 


alah 
则 右 
Oa CE Nero tr) = [Le Hl et Ws or) 
= Briefz) DA el ,or Ly 
= ei CK(n). 04) Aet (x (2), 1) 
一 et TY nr pe, 有。)ette ts 0]| ez。 (29) 
南 (19 站 可 
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NZI CLT) HA CITI EIT Ne( 2)s 
CCEI NI CACTI Mt zr IACEIN + REZ) 下》 
代入 (23)， 并 应 用 推广 的 Leibniz 公 式 (18)， 得 
Ga Yn) yt el 0 1P(z, Ds) 
» Les x (on, setttate), 9) ]}| es 
= ee 《人 | 3 厂 ta)frz， 丰 。) 
Te Ts 和 


TIE 05)9， .1 peestnstr), n) | 
人 了 


加 一 大 
tr - 
一 ge-i{7, KC > PT tx!(x)n) 
1 上 与 灶 


tL 1 " 
ei [9 Dae! Kes 9) Er 
Hy -. 
一 了 ， Loa Cr, tit Ca) Deet {sets) 711]| ss 


1al<po! 


~ 9 ce, te (0), 


1 
由 于 六 可 为 企 意 正 整 数 ， 效 对 每 个 有 
gaefzyy)=[DSettcz te 的 sn。 (24) 


把 它们 从 入 (22)， 肝 得 (19)。 
推论 2 on CY) 一 OAK CP) Er Cy] 19) 
m2(p-i) 
ES py CX ,Xx Rs), (25) 
证 ”出 (24) 可 直接 算出 go 二 1， 有 只 妆 18| = 1 时 有 9p 寺 93 
当 |8|=2 时 ，9p 三 D&Cix(z),n)， 惠 几 这 些 结果 及 (19)， 到 得 
(25). 
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3.4.3 流 形 上 的 拟 微分 算 子 


设 章 为" 维 C" 流 形 ， 用 C (对 ) 及 C 红 于) 分 别 玫 示 蜡 上 的 
无 穷 可 微 荔 数 空 间 及 具 紧 人 台 的 无 穷 可 微 函 数 空 间 。 设 给 定 线性 
映射 

4 CAM) >C" (MM), 
贰 到 为 到 中 的 域 (不必 是 连通 的 六 4 为 微分 同 胚 ， 芝 祝 革 | 过 
R"， 则 可 换 图 


C"(X) >C"(X) 
个 个 
Pa | 
Pi 
4 
CilX,) 一 个 所 天 1) 


单 值 地 确定 算 子 4 ,注意 图 中 的 算 子 4 本 应 为 算 子 ro。d 7， 
这 中 7 为 自然 嵌入 ，CS(X)->CECM )，re 为 自然 绢 射 C"( 邓 ) 
~ 一 Ce=( 于 )。 为 简单 计 ， 仍 记 为 也 

定义 1 车 对 任 一 微分 同 胚 Ks 下 -1 如 工 确 定 的 算 子 
A 为 CR" 中 的 和 DO， 则 称 算 子 ，A:C3(MM)>C*( 杂 ) 为 流 
形 必 上 的 所 微分 算 子 。 

定理 1 表明 ，。 当 1 一 p 志 6 之 Pp 时 ， 在 域 羡 壹 R* 中 定义 的 
yDO 确 是 流 形 万 上 的 上 DO， 

由 3,1,3 引 理 2 知 当 时 1 一 p<&6 之 p 时 , 符 征 类 S(T*M) 
芒 相 应 的 算 了 类 LP 。( 表 ) 对 于 光滑 流 形 江都 有 意义 而 本 节 
推论 工 更 表明 ， 作 为 商 空间 S8 oT*M AS i 本 (Tewid ) 
中 前 元 ， 主 符 征 有 确切 意义 。 

2 


为 了 不 致 涉及 过 多 概念 ， 对 流 形 上 的 批 微分 算 子 只 作 如 上 
的 简单 介绍 、 


4,5 有 和 界 性 定理 


3.5.1 基本 有 鼻 性 定理 


证 本 GE 了 8 了 和) 其 符 征 为 Cafzy 5)， 现 让 考虑 问题 ， 当 
cs 满足 什么 条 件 时 ，J4 可 延 拓 为 工 :( 王 )-> 工 :< ) 的 有 界线 性 
算 子 ? 为 解 江 这 个 问题 ， 先 作 一 些 预备 隆 的 讨论 。 

引 理 1 设 妇 是 CS ) 到 CS ) 的 线性 映射 ， 则 4 可 延 拓 为 
工艺) 到 工 :( 广 ) 的 有 界线 性 映射 的 充 要 条 件 是 存在 常数 
C>0, 使 

| Aul<Clul, VaHECICX): (1) 
al:= | udr. 


证 必要 性 是 显然 的 。 充 分 性 可 如 下 征 明 ， 因 C3? 党 ) 为 
工 ,( 革 ) 的 稠 集 ， 散 对 每 个 +E 工 ;:( 革 )， 在 在 列 信 yj} 二 Co )， 
使 |4 一 0(1 习 oc9). 于 是 
lAus — Aurl Cu — url 
Cu mu + an—ull >0 (i,R>00), 
放 {Auj} 是 完备 空间 Ls( 革 ) 的 基本 列 ， 而 有 极限 v= limAuy 存 
在 ， 容 易 证 明 v 由 # 所 唯一 确定 ,而 不 依赖 于 到 近 判 人 4y} 的 选择 。 
于 是 可 定义 A4=v， 且 显然 有 | -A481 所 Cls|l。 训 充分 性 得 证 。 
引 理 2 设 C 为 适 DO，CELB HT) 且 C=C， 即 C 为 
自 伴 算 了 于， 由 有 
Thnoox EE SE HN xR,) (2) 
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证” 据 3.3.5 式 (27) 有 
Oow— Te ESSE ds, 
改 Huae = (Ye 一 0e) =- 片 (Co 一 oo)ES8 各 加， 这 里 用 到 


自 伞 性 。 
引 理 8 设 afzy E58 sl 六 XxXRs)， 且 对 每 个 紧 集 x 二 不， 
存在 常 狼 d(x)>0，rtr)>0， 合 
lotr, Edn), TErR, | 1 22r(n), C3) 
则 对 任何 实数 4， 存 在 常数 Cta,B,K,4)>>0， 企 得 
IDE DsEa(x, és Ca, Br AL+ EI) +01A!, 
了 和 人 《yd ) 
证 记 lc+Bl= Ap 对 8 应 出 数学 归纳 法 。 
当 |181 = 0 时 ， 由 于 gE98 6 及 (3)， 知 有 CCC-0， 扣 
dx) low, EC HER, 1S| re), 
于 是 
iTot% ,8)]*= |acx ,S714 
Soan) FHM) = CO 0 4), 
邦 {4) 当 =0 时 成 立 。 设 hEPH，{4) 成 立 。 当 R= +1 时 ， 不 
妨 设 a=af 一 eo”， 闪 中 je’ +8|=p， 而 gr =t1,0;, ;0)3 或 
谈 右 = 局 /+ BY，|z+ 间 1 = 和 2 =(t 0 …，0)， 证 朋 二 类 似 
的 。 
当 x Ex，|E 22rf6 时 ， 有 
[DE D2 = | DE’ DEDs; ,ail 
= {A IDE’DeLes ‘C(x, £)Dea(s,£)]| 
在 上 式 在 过 应 用 Leipniz 公 式 ， 得 
.270 。 


I DeDgoatx, EEC pt [Ts 


?1 Th 月 
EJDE:+"” Draa(x,é)| 
Oa pr, A YO I+ IE (0l 


+ 8) atittey 
Ca 有 LET EY Pe, 
故 引 进 3 成 立 。 
弛 理 4 设 CE LS, bX) 为 适 YDO,， 且 p>6, p>0,6<1， 
并 满足 条 件 ， 


1) 全 = 人生 (5) 
2) 对 每 个 紧 集 x 己 廊 ， 有 
Hm inf Reoe(x,£) >0, 《6)》， 
7 王 E 生 。 
ii 
出 存在 适 皂 微分 委 了 召 所 工 8. st 六 )， 使 
Re BeB CE (三 )， (7) 


证 下 硬 应 甩 氢 微分 算 子 理 论 中 当 用 的 标准 程序 来 寻求 
妃 ， 基 本 思想 是 逐次 逼近 。 这 种 逼近 法 是 建立 在 符 征 的 渐 近 展 
式 理论 上 的 ， 而 避免 了 经 典 逐 次 通过 法 中 基于 收 伍 性 的 复 秒 讨 
论 。 这 个 程序 的 主要 步骤 如 下 : 
第 一 步 : 求 Bu EL a 这 )， 和 使 
Ro=B*B,—CELp SX); (8) 
第 二 步 : 求 B, EL 凡生) 使 
R=(B, + BWB, +B)—CELp "HN ( 9) 
第 三 步 。 一 般 地 ， 妈 次 求 得 号 ， ;8, 了 下 使 
Ry=(Bot+ .ut Bos(Bot+ + Bu)— 人 tC 
EL PX (10) 
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也是 取 b~ 2595, 则 以 5 为 符 征 的 适 拟 微分 算 子 召 踊 汶 扬 求 。 
下 面 给 出 详细 的 构造 及 证 明 过 程 。 
(8) 显 然 等 价 于 aa ,we -ecEs5O 人。 由 引 理 3 燥 后 次 及 
等 价 于 Reca ,wa 一 ReocE 5358 中， 据 3.3,4 式 {27) 及 (13) 可 
算出 


Ce ws, = ja 十。 ES 0 。 
记号 = oa， 于 是 号 的 导 求 归结 为 求 5 使 有 
[001?— RegocE Ss 0, C11) 
PrESB. ua， {12) 


,可 如 下 构造 , 取 革 的 单位 分 解 {8CX)}, 记 二 ;= SuPphy. 
由 (6) 知 礁 在 常数 dC( 芭 y)>>0 及 r (Ky) 之 0， 使 
Reoc(ls,E) >d(K,), x€Kj, [E> ,), 
了 一 了 2 (13) 
上 且 午 可 取 r (Ky) rR yy) j=1,2,"。 
取 一 列 实 值 画 数 的 (EEC Rn， 使 具 性 质 
0，|E|<Sr( 乓 1 


(0 V4) = sr 


令 (14) 
bls, 8)= [Tvs Reoel, 8 |, 5) 
、 1 


据 (13)、(14) 及 引 理 3 ( 取 4= 习 ) 知 5。€ S8 。。 此 外 ， 


101 ~— Reoe= {bo + Rego (Bo —v Rece) 
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= (bo + Reoc) 5 WIE) — hx) Rege 
于 


当 z€ 天 时 ， 上 式 的 和 为 有 限 项 ， 且 Vy(5) 一 1 EC?CR,)， 故 存 
在 r(K )， 当 ER, ||>r(K 时，12 |: 一 Rege 二 9, 由 此 知 
| 31 一 ReaceES CS350 4 人， 据 3.3.4 推 论 1 ， 知 存在 适 投 
微分 算 子 日 。， 使 ra ,一 了 8。€S"*。 显 然 ，08, 也 满足 要 求 【11) 


及 (12)}。 于 是 召 , 确 为 所 求 . 
设 当 j=0，1，-…，1 一 1 时 ， 已 求 得 适 拟 微分 算 子 


t—1 Fy a 
如; € Ls18* 中 (CX)， 使 Ri-i=( 工 Bi) 2 B11 一 CE 
j=0 


i- 
上 514- 中 ( 广 )。 今 证 明 ;: 兰 在 适 拟 微分 第 子 了 8,， 具 性 质 
BrESait (全 (16) 
Ri=(Bo+ .+t BMBo + +B)—C 
ELzhti ced rT), 《177 


为 此 可 注意 ， 对 任 一 适 所 微分 算 于 BE€ L544" 中 ， 有 
A, = Ri + Bis(Bo+:. + By.1) 
+(CBo+.. + Bi B+ BI.*B, 

二 及， ,+ Bi*B, + Bo*B, (modL- (Cr+) (Pp-07), 
故 上 只 须 构造 近 拟 微分 算 子 B81， 使 满足 (16) 及 如 下 要 求 
BI*B, 十 Bu*B, + 并 |_， 所 Lob+'y pr 和) 《177 
后 一 要 求 等 价 于 条 件 


CBi#yB 十 Cp upBl 十 CR EIB EY (0, (18) 
利用 渐 近 展 式 并 注意 og ,三 Bo(modS~*)， 且 b。 取 实 值 ， 于 是 
《18) 等 价 于 


2boReovsr t or, Ep bt od 
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因 显 然 有 RY ,一 户 ,.,， 且 Ri_1E 上 518?- 候 ， 据 引 理 2 知 有 ， 


Ori Recr,_, (modSpS'Y tr- 0)) 
记 Bi = car 于 是 问 古 归结 为 求 81， 使 
bESE!E 《19) 
2b br + Reop,_ ESP 70, (20) 


由 于 BES8 a 卫 四 (157 知 pn) 满足 引 理 3 的 条 件 ， 放 可 
仿照 第 一 步 的 构造 法 ， 取 

6 下 12 (SFReon,.,), 
其 中 站 * 为 类 似 于 上 的 函数。 不 难 直 接 验证 满足 要 求 (19) 及 
《20)。 作 适 拟 微分 算 子 吾 ,， 使 05| 三 b1 (modS"“)。 于 是 B; 即 


为 所 需 ， 
最 后 ， 由 3.3,3 定 理 5 知 存 在 上 ES 看 使 


Bb~ i op 
了 


取 适 拟 微 分 算 子 召 ， 和 使 其 符 征 cs 一 区 modS-”)， 则 了 印 为 引 理 
所 求 的 所 微分 算 子 。 事实 上 ， 对 任何 正 整 数 必 有 


MN- 看 一 1 
BrB-C-(B- B+ Ta) (B 
了 = I- 
NH-1 N—] 
-于 Bi+ 守 8)-C 
j=0 d= 
N-1 hl 
=( B81) BIC (modLinge-9) 
j=0 deo 


=Ry-, =0(modLgsMi* 6} )， 


即 召 * 召 一 CE 工 5 和 3。 由 交 的 任意 性 知 呈 呈 一 CE 过- 
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定理 1 设 话 氢 微分 算 了 AE LB ss6<0OS1 车 
存在 常数 眶 半 0， 对 每 个 竖 集 KK 过半 ， 使 
Jim sup|loat rE) | < (21) 


t=m TEEK 
1 生产 


刚 存在 有 其 Hermite 楼 rz ,3)=rty，。z)EC"(X x 六 的 积分 算 
子 如 ， 使 得 
《LN 二 (22) 


《9 ， = pyar. 


证 令 C= M2] 一 4 有 4， 这 里 1 为 全 等 算 子 , 册 有 C*= 
月 Rece= M?— |on)l*:+r, riESsse 6, 由 此 得 
lim inf Reoelim inf CMi|oal’:) 


于 -平一 下 +7 EK 
iEI=t 1a1>1 


一 lim inf | (msc 
£14+2 TEK 
i 


=lim in (M*—|o4|?) 


Mi( lim sup Jeal)*>0, 


t+ Fs, 


圳 适 拟 油分 算 了 字 C 满足 引 理 4 的 条 件 . 于 是 存在 舌 拟 微分 算 子 
如 EL a(t 党 )， 停 
R= BeB—CEL "XY. 
国 此 ， 届 为 具 C < 光滑 核 r(x，3 的 积 介 算 陡 ， 且 Rs = 玉 ， 即 
六 2553=rfXs2) 为 Hermite 核 。 于 是 有 
Au, Auy = CA A ,a = M2 ,Hy + Ru uy — Bu, Buy 
SMiu ut Ru ny, YUCCAX), 
故 (22) 成 六 。 
于 面 给 出 使 (31) 成 立 的 一 个 充分 条件 ， 
" 275* 


引 理 5 设 AE LS af)，0<6<o<1， 且 天 ,县 紧 台 ， 则 
存在 常数 村 汪 0， 使 对 每 个 紧 集 KK 二 革 ， 有 


lim sup [oa(%,6)1<M., (23) 


蔷 一 十 吕 
1 l= 


证 首先 指出 ， 若 五 4。 具 紧 台 ， 则 存在 紧 集 天 ,和 三， 使 对 

所 有 的 8 EC"( 芝 ), 有 suppAuCKK,, 即 A 映 C*( 芋 ) 双 C3(K,)， 

事实 上 ， 可 取 乓 = 严 tSupBp 下 4 出 玉 ,六 文中 紧 集 ， 且 对 住 行 

vECHTNKo),， 有 (suppv x 这 )[ snppKa= 高 ， 于 是 (Au， 
0)={K ,uv)= 0, BsuppAucK ,. 其 次 ， 因 
可 3 一 (tr. i) (et [| 了 


故 据 上 面 所 证 ， 知 有 misuppoac 一 天 叉 因 on E38 sa， 有 
lim sup [ont*, Slsuploatx, és)! 


车 十 力 于 捷 
#1 EE 
EeR, 


ECAENCA+tIEI = ORI ECK Yt+1=M. 
定理 2 (基本 有 界 性 定理 ， 设 AEL3. ,XX),0<6<pal， 
且 下 4 具 紧 台 ， 则 存在 常数 C>>0， 使 
lAul<Clul, VuECsCX), 
于 是 4 可 延 拓 为 过 xs( 反 )-> 开 区 二 ) 的 连续 线性 算 子 。 
证 记 £， = Suppk a, i=1,2. 职 定 P(x)E C3(X)， 醒 
在 ;的 某 个 邻 域 中 取信 1， 且 0<8< 志 1。 易 知 
Au= ACHH) + ALCOL — PY = (ga 
据 引 理 4 及 引 理 5 知 有 
Au, Au> = ACPH), ACPH)Y 
Micpnu, puy + CR puy 


= Mpa 有 + JJG yy Duy ur) ddy 
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= Meas + flrs yu yu dxdy, 


其 中 ri = W(x}p(y)r， 放 得 
Au Me ul + Rs, YuECIX). (24) 
民 ! 为 具 Hermite 核 rE Ci( 芭 x 二 ) 的 积分 算 子 ， 于 是 有 


Ry :> = [rc Su us) dxdy 


<( 人 cx Phdxdyy) ja 


= Chul, VueECr(T), 
代入 (24) 得 

lAulsv M2+C ilul= Clul, YuEC?X), 
故 由 引 理 1 知 4 可 延 拓 为 由 Ls( 六 ) 到 其 自身 的 连续 线性 算 于 ， 


3.5.2 紧 性 定理 
引 理 6 存在 r(x)E C3CR")， 具 性 质 ，r>>0，| rdx= 1， 
0<<7(5) 志 1， 这 里 区 和 为 KX) 的 Tourier 变 换 。 
证 取 ro(x)EC5(X), 使 之 0，]rodx=1。 令 
r(x) = Jr, + ro ydy, 


则 * 即 为 引 理 6 所 求 。 事 实 上 ， 记 r(x)=ro( 一 x*)， 则 有 r= 
Totti。 故 supprC-suppre+suppt1， 随 之 确 有 TEC3CX)or 


>0 是 显然 的 ， 且 r(x)dx - (jrolx)dx ) =- 1. 最后， 为 验证 


ortE) LL, 注意 
.277， 


A LA A 
TE = TIT ToT) To， to = 1ro| :>0 


NE) = | 侣 1?= je ‘2. Br x) cx 


< 人 (oox) dx) =1y 
故 zC#) 满 是 引 理 0 的 一 切 要 求 。 
定理 3 设 4E 工 es( 有 )，0<6<0 挟 1, 且 玉 4 具 紧 台 ， 车 存 
在 常数 果 盖 0, 使 对 每 个 紧 集 丘 所 站， 有 


a (23) 
则 存在 拟 微 分 算 子 4,ELB st 广 )、 满 足下 列 要 求 ， 

1} A—A, EL "; 

2) KK4, 具 蜂 台 3 

3) Aul<sM ual, YuECi(t), (25) 


注 1 由 引 更 5 知 广 足 (23) 的 沼 数 好 必然 存在 且 (25) 及 
(24) 中 的 村 是 同一 个 常数 。 
证 取 引 理 6 中 的 族 数 r(x)， 记 


cf) -+(*), He (XN) = Te ty 


= = 一 (Test 
选 常数 M ,>>0， 使 
lim as， 6) <M,<M, 


[2 
Es 


痪 (24) 中 的 加 为 于 4， 并 把 s。 代 入 短 
je 
(26) 
其 中 民 , 是 具 Hermite 寝 r(x,y)E Ce( 信 x 们 ) 的 积分 算 子 ， 
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出 于 
urd? = Car) = C25)" al 


l= lull?, 


I 
“C2 区 3 Pri red) cE! 8 < 一 


变 据 (26) 有 
Aut? < Mial + CR ,uy (27) 
Ru Rr), 
符 易 算 幢 民 , 的 被 f(x, 为 
rox, 2) = ry) ri (sy + es)Ir(s)ds, 
显然 ， 尖 s 六 0 充分 小 时 ，re(x% ,3)EC?( 针 xXx 革 }， 昌 有 逢 计 
retwsy) | Ce, C>0, 
忆 为 不 依 束 于 (Xx,y) 的 常数 。 由 此 得 
{Rt to Celul’, YuECe(d), 
代入 (27)， 得 犀 滤 ， 
Andi M ,+O e) ll?. 
取 #1 记 0 充分 小 ， 全 MM ?+tCel < 4. = A,, 即 得 不 
等 式 (25)。 
为 证 明 性 质 1) 及 2)， 记 Te ,4=re 以 . 据 8.3.3 便 4 知 T。， 
E 工 -CR ， 册 了 手 攻 4 其 紧 合 , 故 4 可 延 招 为 连续 默 射 ， 和 C ”KR ) 
CPX),， 于 居 A 一 A1 -47 EL CX), 
最 后 ,出 A1= A 一 AT,， 经 直接 验证 知 suppRa, 会 于 


stupp 玫 4 的 2e 1 部 域 C 即 记 有 绰 suppK A 不 超过 2E1 芍 点 组 或 的 集 
合 ) 中 。 导 suPpK jy 为 六 x 存 中 紧 集 ， 套 当 取 s1 充分 小 时 ， 
supP 攻 4 也 是 紧 集 。 


< 让 ) 
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定理 4〈 紧 人 性 定理 ) 设 4€18 slX), 0&6<0o<1, 且 KK, 
具 里 台 ，- 寺 的 符 征 ca 县 性 质 


Hims Sup [onlx, < | 一 人 (28) 


1 
则 有 4 可 延 拓 沟 由 之 (这 ) 到 上 (这 ) 的 紧 算 子 。 
证 控 厅 件 (28) 及 定理 2 知 ， 对 每 个 正 整 数 !， 存 在 A1 
Ly AX), 多 全 EL, Ka 下 


Lals ul, YuECe(X). (29) 


记 员 = 4 一 40， 则 中 :为 具 核 ra(x*，?JECIC 和 Ex 三 ) 的 积分 算 
子 ， 而 为 由 上 (下 ) 到 工 ,( 苇 ) 的 紧 算 子 (全 连续 算 子 ). 


由 《2397 知 1A 一 Rl 故 
Tim} A—Ril =0, 


即 紧 算 子 列 {1} 依 算 子 范 数 收 仑 于 算 子 A4， 故 A 也 是 紧 算 
子 。 

推论 1 设 4 E 了 8 ol 这 ), mm<0, 0&6<<p 态 1， 且 民 4 上 且 紧 
合 ， 则 .4 可 延 折 为 由 上 (XX) 到 上 ;( 革 ) 的 紧 算 子 。 

证 下 天 4 具 紧 台 及 mm<<0， 知 (328) 成 立 。 

注 2 这 时 介绍 的 有 界 性 定理 ， 是 H5rmander 在 其 警 各 论 
交 *Fourier Intcgral Opetfators，I” 中 给 出 的 。 在 此 之 前 ， 
他 曾 在 “ 拟 微 分 算 节 与 亚 燃 圆 方 径 ” 【 见 Proc、Symp,. Pure 
Math，10(19667138-183) 一 文中 用 较 复 内 的 推导 给 出 如 下 结 
时， 

设 Pix, 人 EC"CR"xR,)。 昌 具 人 性 质 

] DED#PCx,E) | EC pCl+ EL)? tdiR, 
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(xX,6) ER" xR,, (30) 
其 中 性。 gp 不 依赖 于 C(x,£)， 则 有 
lIPCx ,DulsChul, vuECsRs). 

显然 ， 对 于 五 4 具 紧 台 前 零 阶 拟 微分 算 子 ， 条 件 (39) 是 成 
立 的 . 
基于 己 * 估 计 的 更 次 入 的 讨论 ， 还 可 参阅 上 L. Hérmander， 
Comm. Pure 各 pbl，Math.，234(1971])671-704。 

注 9 4&.P.Caldoron 及 及 .Yaillancoutrt 对 有 界 性 定理 作 了 了 
重大 改进 ， 其 结果 如 十 

设 a(xira EEC (RaXRXRn)， 并 注 足 估计 

1 Dg Dhalx, xs) EC 上 《31 


oipl<2 [3 |+2, o<tal<2my, 


OCpd < 1, f=1,2, 


my 则 为 满足 不 等 式 mi(1 一 561) 之 子 # 的 景 小 整数 ， 记 lal 为 使 


(31) 成 立 的 晤 小 常数 C。 若 a 关于 5 具 紧 台 ， 且 和 光 (6， +6。) 


Li 
一 P， 则 算 子 
(Af {x1) = jjet (91s Daw ,Kas Ef (rea) dres * 8,. (32) 


在 上 a(R*) 中 有 界 ， 且 141C Hal， 这 电 C 与 3 62，P 及 有 
关 ， 但 与 a 的 台 无 关 。 

这 个 结 果 丰 一般 线性 偏 微 秀 方 程 P(x,D)4 = 了 的 局 部 可 解 
性 理论 中 有 重要 的 度 用 。 

艺 x* 中 有 界 必 的 最 近 讨 论 见 ， 

R,Beals, Comm, PDE, 2(1977)1063-1070s 


= 人 和 1 。 


H.O.Cordes, .Faunct, Anal., 18(1975) 115 一 1 了 

L Hérmander,Comm,Pure Appl. Math,, 32 (1979) 
359—443. 

注 4 拟 微 分 算 子 在 Lp(1<<p 之 %%) 中 有 界 性 的 讨论 也 很 多 ， 
R_Beals, Ann. Inst, Fourier, Grenoble, 29:3(15%9)239- 
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R,Illlner, Comm .PDE, 2(1977)359-393 ,3 

及 .R Coifman, Y, Meyer, Asterisdue,57(1978)1~-185.; 
MNagase, Comm, PDE, 2(1977)1045-1061., 


3.5.3 G&rding 不 等 式 


利用 引 理 4 ， 可 给 出 著名 的 Girdiag 不 等 式 ， 即 下 面 的 结 


果 ， 
定理 5 设 送 拟 微 分 算 子 4EIF 6)，0s<n 窑 1。 著作 


在 与 (*,5) 无 关 的 常数 C >0, 使 
Reoalz, 人 这 CIE (对 大 的 1&1)， (33) 
划 对 每 个 紧 拱 长 己 革 及 每 个 实 激 ;。 有 
Recdu,w Css— Chal VeECilK), (34) 


攻 中 常 烙 CC,>0， C1, 交 0, 不 依赖 于 #， 而 
l= {ia ila 


证 季 流 m=0， 扎 假定 (33)， 若 有 
Reoa(x ,EC (él2r), (35) 


人 


记 4 = -人 _CI， 7 为 恒 等 算 于， 则 44*= A,， 且 


oa (xy = Regalw, 的 一 和 3 rifzs)， (36) 


其 中 rEs5c 3 ， 肯 有 优 式 
lr Cr élC EIT SC , xERK, ECR,. 
由 此 及 (35),(36) 可 得 


lim inf Reca (x, >4>0. (37) 


tm 区 区 
tal=t 


据 引 理 4 知 存 站 BELs 。， 使 4, 一 B*B=sREIL-*， 由 于 


Re An, Hy = 2 《La sn) + 2» UA, 


= 3 《A4, sy- Cu, AWY = A ,4 > 


= CA d+ lad, 


瑶 有 
Re Ay ,sy = CBEDBu ,uy + CH, Hy+ Glul 2 


= | Bw|:+ Gul + Ryu, uy, 


于 是 
RecAu, uy lu — lICRusn,)l AuECICK) (38) 


记 二 的 核 为 rT{x,y)。， 有 ?EC*CXX),。 RX, SE CCXX 
这 ) ,使 在 太 x 帮 的 某 邻 城中 但 等 于 1 sir ge = Br， 则 有 ?gtXY 3》 
ECHA(XXE), 且 
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1 <Ru,uy| = rx uc yz)dydz 


S20) {frr ll) G+ 人 (全 


DI EL) | EN 1 Rl asd 
sa (fr sty rts) rs,n) lasdn)| fc 


+ 1E12)| (8) 1 ds), 
即 ， 
[faultC ou)i, YHuECrh). (39) 
由 (38) 及 (39) 得 
Rexdua mC sli—Coduli, VuECKk) 
故 当 玉 = 0 时 ， 《341 成 立 。 


圭 于 一 般 的 实数 mm 天 0， 可取 适 拟 微 分 算 子 QEL'， 使 00 
三 (1+ 18:)'(modS-")。 应 用 证 明 引 理 4 叶 所 采用 的 逐次 还 


近 法 的 标准 程序 ， 容 易 证 明 存在 适 据 微分 算 子 PEL“， 使 县 
性 质 
PO=I+R, REL-*, 
了 为 恒 等 算 子 。 于 是 有 
A=(PQO— RNACPO—R)= QPrAPO-R,, REL-*, 
Austy = PAP ONY, Quy +t CR uu, 
记 PDP*AP=A,, Qu =v, 有 
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CA HY = CA YAR Uy, (C40) 
容易 看 出 ,E58 。， 且 作 含 成 算 子 的 符 征 的 浙 近 展 式 及 条 件 
(33) 知 有 Reos 闻 C (对 大 的 上 | )。 于 是 对 4 可 应 用 (38) 得 

Red4sp,zy 六 扣 - 和 用 一 [Ru,0)|, ReaEL-", (41) 


由 于 
RU 0 = OER NY = CRM NY, 《42 
其 中 下 = Q*R,QEL-“。 对 上 式 应 用 倘 式 (39)， 并 结合 (4 站、 
《41) 及 (42) 语 式 ， 拖 得 
RecAusay CQ — Colali, VuECrtK) (43) 


记 Qm= Op(CC1+ [|:)“)， 据 忆 的 定义 有 
驴 = Qn+R’, RCL-", 


故 得 
[Qual? = CQO*0Ou, 4> = 《OR mus it CR ,uy, (44) 


其 中 R*EL""。 由 (43) 及 (44) 有 有 
RecAu, wpC Qn — Cihali, YuECHK), (45) 


] 


亿 


2 


fe 6 (1+ |EN WCE) dE 


1 Qnul*= 
2 


副 
了 


= 站 CE 十 |) 本 区 二 7 用 


m 


{人 
ty 


= 《2z) nt EY (= 本 | 
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代入 (45)， 即 得 与 irding 不 等 式 (33)。 

注 5 不 等 式 (33) 节 初出 Carding 于 1953 年 对 微分 算 子 情形 
得 到 ， 随 后 Calderor 扩 Zygmund 对 奇异 积分 锯 子 也 给 出 类 所 
结果 。 近 年 求 在 比 定 理 5 更 苦 的 假定 上 , 担 到 所 谓 的 精确 与 izr- 
ding 不 等 式 ， 芭 如 下 结果 

党 AEL"， 日 ReaalzE)z20， 则 有 

RecAy sa Clulin ys YHuECelK) 

了 5rmander 于 1979 年 还 将 这 一 结果 改进 为 ， 

RecAu,u}— ClulB_ eo, YuECi(Ck) 


详 见 前 引文 献 。 
Gardinag 不 等 式 是 建立 搓 图 型 算 子 的 先 验 估计 式 的 重要 而 
基本 的 工具 。 


3.6 波 锋 集 


1， 广 函 的 波 锋 集 

定义 I 设 iE 多 '( 演 )， 尝 为 R* 中 的 城 。 对 (7 ",£*) EXX 
( 民 , 以 0), 若 存在 z' 的 负 域 ws 三 {zi1z 一 X01 之 申 及 v0E 人 让 )， 
滞 足 下 列 两 个 条 件 ，: 

1D zj。 =#1。s， 这 里 #6。 下 示 4 在 6 中 的 缩 射 


2} o 的 Fourier 变 换 v(5) 在 8* 的 茶 个 馆 邻 城 厂 二 人 售 


-高 | sj 和 名 降 ， 即 ， 对 每 个 自然 数 W， 有 芝 数 Cw>> 0， 


使 


人 (61<Cw(1+ 181)-™, EET,, (1) 

地 称 (za，8) 不 属于 广 河 # 的 流 儿 集 ， 记 为 : (2? 8°) 全 现 
Pu) 而 波 锋 集 1 下 (4) 便 定义 为 Xx CRaN0) 中 所 有 不 共 工 
述 作 质 的 点 (x,5) 的 集合 

容易 用 定义 知 除 严 (t) 是 于 x(CRa\\0) 中 的 于 锥 集 。 

引 浊 1 设 gEC?C)， 则 有 YFPpDCW Fn), 

证 只 须 证 明 (x ,8°) GW F(a)> (2 56) EF(pu). 

着 (z9 ;8 全 现 严 (4)， 则 有 ae 5 人 (X) 满足 定义 工 中 的 
要 求 1) 及 2)， 记 24 = gv， 只 贷 验 证 80CE) 在 厂 。 /中 满足 估计 式 
(1)， 这 里 0<e? <a， 用 于 

DE) PUE) = Cr) peo UE PCN) 


= | DE MPN ED 


i101aA1lE! 


+ | DE NP EIT Ts。 


1 直上 > 
其 中 4 为 待定 的 正 参数 。 现 在 选择 4， 便 当 191<aH 及 1E 
六 ,时 ， 有 E-_ 7 E 太 ,。 为 此 可 要 求 4 满 足下 面 的 估计 式 

5 有 | 

[én TE 3 |<] | -rite 


上 | 和 | 一 【二 一 好 | 好 
<| | 二 -IE 一 1 可 | 


393| ser 十 24 
<e FTE 二 1 一 和 


由 此 知 可 取 和 ， 使 0<<4<i 了 5， 于 是 当 $E 全 ,时 ， 有 
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II ff Craris-n))-s/pnle 


[| 


Cy DM El-s fp! 
CAI+ |， 二 ET 


为 估计 7 ， 注 意 殴 由 关于 ?总 降 ， 而 弥 力 关于 3 为 等 增 的 ， 
| 到 六 1 二 CCL+ 191)2，Bp 为 某 个 正 整 数 。 于 是 
17T<CacC， (1+ 1é—n))7(1+19))-! dn, 


1017A164 
其 中 1 为 任意 的 下 整数 。 特别 肥 入 +#+1+2 上 pp， 可 得 ; 
ile CNYICLT | 
故 当 EE 大。 时， 和 估 式 人 1) 对 o 成 立 ， 

推论 1 设 4E BCX (x? 5)EXXC(CRs NO0), 则 (x"， 
85) 六) 的 充 要 条 忻 是 ， 存 在 w(x)ECS( 光 )， 使 8 在 %" 
的 某 邻 域 os 中 但 等 于 1 ， 且 Pou($) 在 5" 的 某 个 锥 邻 域 三 ,中 急 
降 ， 即 请 足 佑 式 (1)， 

引 理 2 设 4E 多 人 和)， 则 有 

zal FOn) = sing suppu, 
这 里 zs 是 光 XRs 到 站 的 自然 投影 映射 ， 

证 1) 设 x* 全 sing suppu 则 在 x* 的 某 个 邻 域 os。 中 有 # 盛 
C*(wme). 取 p(x)E C2(wms) 且 在 894 中 w= 二 1，0<6/<6， 则 - 
gu EC3( 居 )， 且 palsv= il。y， 显然 有 G0(5)E (Rs) 即 
关于 5 急 隆 。 特 别 地 ， 对 于 每 个 0， 在 "的 某 邻 域 丫 ,中 ， 


gu( 丰 满足 信 式 (1)， 扣 推论 1 知 (x ，E?) TW 下 (uw)， 故 有 zx。 
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EzeolV PluY， 这 表明 zoWF(wyCsing supnt。 
2) 车 x' 儿 xoWVF(u)， 则 对 每 个 54ER NN0， 有 有 (x"， 雪 ) 
FCw)、 于 是 有 相应 的 ow 及 Pp*(X)ECICXD), 且 当 X CE oa* 


有 ww 1， 使 p&i(E) 在 某 三 ee 中 急 降 。 
当 吕 取 通 只 0 时 ， { zs) 材 放 Ra。 记 
z= {EE: [El| = 1, SCT ,sn}, 


旭 {fe} 竹 旋 Rs 中 的 单位 球面 93""'， 由 SS" 的 紧 性 ， 知 存 在 


有 限 的 子 材 益 ， 记 为 { 厂 34});。 二 是 有 T= Ra\0 . 
到 5 = minf6y}s 令 = 厅 gs(x)， 有 D(x)ECKX)， 且 
PLx) 在 wo 中 恒 等 于 1 而 中 HW = (CO 外) (Pj0) = 


wi, 因 Ga 在 站, 中 急用 ,W/E C3( 关 )， Bw= 
P34) 在 六 中 急 降 ( 见 引 理 1 的 证 明 )， 国 j 为 1,…, 信 中 的 任 


一 个 且 卫 他。 覆盖 Rw\， 故 @a 在 Re\0 中 急 降 ， 随 之 


or = | pr( 本 4EC"(X) 但 vp 在 os 中 取 值 1 放 
ECfasy， 这 表明 x%4 作 sing stppuiy， 即 sing suppuCxeW 
PU), 

结合 1 及 2) 中 了 两 种 相反 包含 关系 ， 即 得 所 论 两 个 集合 的 重 
合 一 致 性 。 

下 多 利用 中 DO 来 傅 究 波 锋 集 ， 并 通过 波 锋 集 揭 示 DO 的 
特性 。 
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3.6.2 波 锋 集 与 氛 微 分 算 子 

定理 1 设 #w EE 多半 )，(x? ,E27) 到 二 人)， 则 存在 短 拟 微 
分 算 子 4ECL?(X)， 具备 下 列 耳 个 性 质 : 

1》 TA i(modS™ (ws XT ), waxi 为 (XX"， s0) 的 基 锥 
邻 域 ， 

2) Au ECI(X) 

证 因 (x* ,5 ) 疾 FC4)， 故 存在 sc 让 090, 50>0 及 p(X) EE 
C3( 廊 )， 且 在 x' 的 邻 域 wo 中 g(x)=1，pu( 引 在 6" 的 欠 邻 域 
六 中 把 降 。 设 6 为 小 于 6 的 某 个 正 数 ， 取 状 2) EC 且 
在 @s 中 wss1。 取 e<Ce 20 作 rfEEC CR 0) ,使 具 下 述 
两 个 性 质 ， 

i) xf) 为 正 齐 堆 次 函数 # 

ii) sapp rCTe,， 具 在 中 (二 1 


又 取 人 8) EC"CR。)， 使 当 15| 所 了 时 1(5)=0， 当 18| 之 3 时 


(£6) 二 1， 令 

GCCYX JE = xp HE) T(E), 
则 以 @ 作 振 幅 的 拟 徽 分 算 子 44 即 为 所 炒 。 事 实 卫 ， 最 然 有 -4E 
L"(X), 县 天 4 员 紧 台 ， 琶 有 4 沟 适 DQ， 拯 入 ， 有 有 有 


oalxs ~ Ex) ORHAE EI Dap(x) (2) 
据 3,3,3 记 述 渐 近 展 式 的 性 质 ?)， 知 有 

Oa:b) ~ tS) Rt) DS9(x)， 
即 
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TA ~ EAS) ER) Dm) 《3 ) 


总 CAE CS"CXXR), BAECL'CX)., 
Hx, Em XT eh), Tx)VCX) 都 取 值 1， 于 是 
中 (C2) 得 ox 一 SES "(wo x Te),. {N61ECIC 
5S"”， 下 
Fatxsd)=s 1 modS "(ws xT 1)), 
为 证 A44E CY( 芒 )， 内 须 注意 A4 可 表 为 


Au= 0 ets OAE EN Gu) ES, 


因 wut 和 在 ,中 急 降 ， 故 可 在 积分 号 内 对 x* 求 导 ， 且 所 得 积分 


绝对 并 一 致 收 合 。 田 于 反 x)E CSC 卫 )， 知 确 有 -Aw € C5CX). 
定理 1 的 道 命 题 可 由 下 述 定 理 挫 出， 
定理 2 设 EB CX), (x', EEXx(R\0), AE 
CL™ 久 )， 且 或 者 人 4 为 适 DO， 或 者 WE (让)， 使 A# 有 意 
义 ， 有 屋 A4EC"。 若 所 的 主 符 征 am(%x,6) 使 am(x?*，5") 志 0， 则 
Cx 8°) EW FPC), 
为 了 证 明定 理 2 ， 先 建立 两 个 引 理 ， 
引 再 3 设 4ECZ (和 ) 其 主 符 征 为 anCzE)。 落 (2 
EE 和 XCRoN0) 使 Gan(x"， < 地 0， 则 存在 适 执 微分 算 子 BE 
C 工 的 征 )。， 具 性 质 
84[XyE 王 1mpdo (osXT ee) {4) 
其 中 心 sx 本 ,为 (x" ,6°) 的 某 个 欠 包 域 ， 
注 1 gmt%? ,29) 包 用 明 A 在 上 太 (x"，5) 属 糊 风 型 ， 一般， 
著 char(4)=$， 则 称 A 在 文中 为 精 贺 型 拟 微 分 算 子 。 引 理 3 
去 国 ， 车 二 在 点 L(x" ,5") 属 描 辐 型， 则 局 部 地 大 在 左 报道 怠 , 使 
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Bo。4=1+, REL-“。 册 引 草 3 的 证 朋 还 可 知 ，4 有 局 部 
的 右 拟 道 如 ,使 A。 B=1+R,,REL*, 有 BB,EL*, 
故 同 时 为 44 的 局 部 左 拟 道 及 右 报道 。， 而 称 为 4 的 氢 道 或 参 笃 
数 (parametrix), 

证 因 gmn(x* 5)230, 据 dm 的 连续 往 及 对 # 的 正 齐 1w 次 性 ， 
知 存在 Cx" ,5 的 锡 邻 域 w ,x 栈 , ,使 在 其 中 om 于 0. 设 i(5),T(&) 
及 下 x) 如 定理 1 证明 中 记述， 令 

(YY 
bw 8) = 
则 对 于 大 的 181,b0 是 8 的 正 齐 -mm 次 应 数 ， 且 Bo。 EC"(X xR,)， 
且 bs ECS-"( 久 xRs), 于 是 存在 适 拟 微分 算 子 8,EC 
L-™X), 且 pa, 一 BofimodS-”)， 使 


(YE = EE GY), 


opeA= Op oAa(modo 1)=b on(modS 1!) 
=w{ x €) modSs -7), 
即 
Opyoa= WX ERE), r(x EES ICONX xR,), 
C5) 


取 RECL 1 下 )， 使 浦 是 要 求 
CTRETIX EDdS *), 《6 7) 


再 取 Q EC )， 使 其 符 征 具 浙 近 展 式 


cog~1l+ Onis C7) 
于 一 上 


则 总 = 所 号 。 即 为 所 求 。 事 实 上 下， 由 人 7? 知 ， 对 每 个 大 于 工 的 整 
数 访 ， 有 
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其 -1 
驴 = LT RI (modS-Y) 
= 


了 为 恒 等 算 子 。 故 

BA=QB 4 二 (7 二 如 十 Rd)finodS-z 

= +R+iRit...+ RMIY(T—R) 

+ OB A+R-I) (modS-N) 

二 — RMTOQ(CB, A+R-I) (modS-™) 

=I+ OBA+tR-T) (modS-N). 
记 召 "44+ 玉 一 = 魏 ， 搬 (5) 及 (6) 知 0g 三 w 一 1 (modS-*), 于 
是 

TpAa=1t+tOoor(modS-™) 


N-1 
=1+ 了 ， SoreDs(w—D) (modS-*), 


特别 当 (x,，5) Emsx 厂 : 时 ， 由 ww 的 定义 知 DDSCw 一 1) = 0，1al 
到 0， 故 得 
vpa=1+Oo(w—1) (modS-M), (x, 6)Emo xT,, 
但 一 JEC",， 且 当 (x,5)E@mo x 时 及 1#| 守 1 时 ，% 一 1=0， 
这 袁 朋 ww 一 1€S""(@s Xx 了)， 由 此 知 
oaa=1 (mod" Nos xT.)), 
由 交 的 任意 性 知 (4 成 立 。 

引 理 4 设 E "(RR"), TEIESD, oa ODEls DD)= 
Onfrfsl)， 则 当 d(x ,54PP?) 字 1 时 ， 对 每 个 自然 数 入 及 每 个 指 
标 组 a 有 

[DESrC DECe NIC + | x1) Ht. (82) 
这 里 ax 已 ) 记 点 < 到 尝 己 的 上 距离 ，GCx ,CD) =inflx—»|, 
证 首先 指出 ， 民 人 须 对 02EColR") 的 特殊 情形 证 明 人 箔 式 
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(8)。 吉 实 上 ， 由 紧 全 广阔 区 结 均 定理 (网 2.2.3) 知 有 
v= Y Deave, vs ECCR®), 
1 有 4 时 

故 车 (8) 对 paeECn (R" 1) 成立， 加 它 对 9E RR*) 也 成 立 。 

其 次 ， 对 于 每 个 a， 记 D"ra(D)}=rtatD)， 则 有 re 了) 
了 L3+3， 且 refD)= DassrfE))， 故 只 须 对 1el =0 的 情形 证 
明 司 式 (8)， 然 后 对 一 般 的 c， 换 r 呈 ) 汶 ra) 即 得 (8)。 

于 是 问题 简化 为 ， 对 pzEC ofRs)， 证 本 

[|reD)vl CON +t xD CA(x, Suppu)21), 

(87 ) 

六 为 任意 整数 县 浆 >>1。 

注意 对 每 个 XECPCR*)， 当 d{% ,supp4)226>0 时 ，ix 一 
| 二 0，yE supP4, 故 有 


rCDYu = 时 ee Or)u(y) dyds 

= [fs -yet cr Aer Euy)dydé, (9) 
由 于 C3 在 Co 中 租 ， 利 用 (8) 和 容易 证 明 ， 当 ?EC 时， 车 d(%， 
suppz)2 守 1， 则 有 

Do= |{ xy A Sr) ys, (10) 

取 请 充分 大 ， 使 m 一 2Np 坟 一 (4#+ 1)， 由 (10) 可 得 估计 

17CD)vl Cntd xs suppo)3 =Cajx 一 xz -5 C11) 
这 里 x" 是 紧 集 ssppu 上 的 基点 ， 可 依赖 于 x。 因 


Eo 


(+ (1+ |x|)-a8， 
[和 一 %" 
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故 有 
Ix—x? | Na + RYN + 1x ?5 (12) 
其 中 用 为 包 会 紧 集 suppy 的 某 个 球 的 半径 。 结合 (11) 及 【12) 即 
得 (8 ) 
[Ir Do leECHI+ |xI) Me Cw(1 + |) 
定理 2 竟 证 明 . 为 确定 起 见 , 不 让 设 4 多 *( 关 )， 太 为 适 
DO。 据 引 下 3 知 ， 存 在 适 拟 微分 算 子 BECL ,使 4, = B4 
满足 下 而 两 个 要 求 : 
iy A.ECL'", BAuEC"CX)) 
2) 94 二 1 (modS (ouxEs)) we XT 为 (x' ,2") 的 某 
个 欠 邻 域 . 
取 g(x)ECi(ms)， 且 在 @4 ,上 三 1，0<6,<6， 只 须 证 


明 pa(&) 在 ,中 急 降 ,这 里 ei>0, ce1<e。 为 此 取 BE 
SRa)，supp rCF， 且 在 ,中 + 二 1。 今 评 r(5)94(5)€ 
(Rua)， 或 等 价 的 结论 


FI (EIPu( EIE SERS), (10) 
记 7CD)=Op(z(2))， 则 (10) 可 改写 为 ， 
TIGI GE FRG ), 《107 7 


现在 应 用 引 理 4 证明 (10' )， 当 d(x%x,suppg) 写 1 时 有 
1DsrCD Cp Ia) | Ca NYC + Tg TY (11) 
剩 下 具有 贫 证 明 rCDXWw)Cx)E CR")。 为 此 改写 
DP) = Dp A TD P(A), (12) 
因 AJHEC*(X),， wpEC?Coe) 故 pA14ECI(R")， 随 之 
DCA NE CCR") (13) 
记 2=t(D)gp(1 一 41), 今 沪 BEL "(R*)。 显然 存在 适 拟 微 
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分 算 季 (DY, 合 T.( 了 TD) 《mod (Rs))， 故 可 认为 
t(DD) 为 适 4DO， 且 or tp) 二 T(E)(modS-*)。 于 是 


og{xs DH~ DEIR DH (8) (14) 


当 王 区 时， 有 FE) 二 0 当 % 攻 时 ，q(%) 寺 0 和 而 当 

(xy EwaxTe 时 ,有 04.CX， 5) 一 1E9”， 散 由 (14) 知 

oa(% EE) ES (XR DEL "(R.AB 为 具 六 b( X,Y) 
EC*R"xR*) 的 积分 算 子 。 于是， 对 每 个 EC3(R*)， 有 
CBus0) = Cu, tBu)=(u, [BCxsy)o(x) dw) = Cu(B),9). 


显然 有 u(8) 二 1(xX)EC”(R*)， 趣 Buy EC*CR*)。 结合 (12) 及 
(13)* 即 得 rCDYp# EC"(AX), 

综合 上 面 所 证 ， 知 定理 2 成 立 。 

推论 2 设 AECL™(X), 4 多 '( 汪 ), 且 或 者 4 为 适 和 DO， 
或 者 HE 2' (XI， 合 Aw 有 意 羡 。 若 A4EC"《 针 )， 则 

WR)cchar(t A), 

特别 车 ehar(4) 为 室 集 ， 即 4 为 精 加 DO， 则 当 4x EC (全 ) 
时 ， 有 nuEC*CX), 

推论 3 设 #EBAX), ws={tA: EL (XX), 
于 EL'I(X)}， 则 有 

PD) (harCA). (15) 


证 1) 出 推论 2 知人 YF [ehar( 4A), 


2)》 设 (x"，5") 人 下 (#)， 册 定理 1 知 存在 适 氢 微分 每 
子 A，ECLI(N), 使 AonEC*CX)， 即 A。6Ews， 且 
Ga lmodS" "(ms Xx)) 
记 甩 ,的 于 符 征 为 5。， 有 
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oo 二 lmodS -i(o, xF.,)), 

则 ?sc 一 1ES3 -ICosx 开 。)。 因 oo 关于 # 为 正 齐 零 次 函数 。 故 
[oCx 8°)—1|=|o(x",18°)—1| 
= [pCxo ,1 ECCI tH), 

令 f 玉 4+ oo0， 得 v(x' ,E59?)=1， 这 表明 (x', £°) Echart do)。 


国有 4， Es 奢 C(x"， 6°) ¢ 11 chart A), Bm PF{u) 


ehart Ay, 
结合 蕊 及 2)。， 知 (157 成 立 。 
注 2 若 #4 全 当代 钙 )， 用 7s 记 af 中 所 有 适中 DO 所 构成 的 
子 集 ， 则 同样 可 证 
PPCM) (lchartd). C15°) 


定理 3 设 4 EB/ 尖 ), AECL™( NE)， 且 或 者 4E 5 人 (XX)， 
或 消 扫 为 迁 VJDO， 则 有 
WF(CuYCeharC AY UW FC CAN), C16) 
证 没 (% 50)EXXCRaN0)。 若 (x*，&°) gchar(-A) 且 
(Cx) CANY 今 证 (xX? ,8°) 所 (w)， 则 (16) 成 立 。 
出 (x,，é&?) EFCA4) 及 定理 1 ， 知 存在 适 拟 微 分 算 子 
PECLI(X)， 合 PCAw)}E CSC 芝 )， 且 在 (x", 89?) 的 茶 个 锥 邻 
域 osx 厂 ,中 有 op 三 1(modS-*)， 于 大 (x? ,Ey Fchar(Py 《 参 
看 推论 3 的 还 明 ,. 叉 因 (%x"，&°) 儿 char(A)， 而 PA 的 主 符 征 
等 王 己 及 4 各 自 的 主 符 征 丰 乘 ， 故 有 
(xr) Echar(PA) = charCPyllchartd), 
下 此 知己 4 满足 定理 2 的 条 件 ， 训 (x E20) EWF(Cn). 
定理 4 设 #4 七 多 ( 芝 )，AECLM( 弟 ), 昌 或 者 4#E 人 ( 态 )， 
或 者 万 为 适中 DO， 册 有 
* 297 » 


友 PCDC 卫 天 Ce)。 (17》 

注 8〈17) 是 所 局 部 性 〔 见 3.2,3) 的 精确 化 ， 称 为 微 局 部 
性 ， 

证 设 (x 8") 儿 玉 下 (90); 只 须 证 (x?，&*)4 玉 下 (Aw), 措 
定理 3 知 : 或 者 (x? ,5 ) 儿 扩 F(A8), 或 湖 (x",5') char( A). 
在 后 一 和 情况 ,出 引 球 3 知 存在 适 氢 微 分 算 子 怠 E CR 全 ) 
使 "ce 在 某 锥 集 ar x 大 :外 恒 为 零 ， 卫 

Toa=1 (modS "(ws x Fe)), C18) 
又 据 定 理 1 知 ， 存 在 适 拟 微分 算 子 PECL"( 芝 )， 使 
Pu€ECiX)s op=1 (modS-"(woxT.)), (19) 
现在 考察 合成 算 子 
(QA = ACT— Pu + (QAYPS (20) 
让 PaECS(G)， 知 (QAYPu EC*()， 芒 一 方面 直接 出 
QAC(T 一品 ) 的 符 往 的 浙 近 展 式 知 有 
aatr-p) EI” (me xTe), 
因 o6 在 ww。 x 站, 外 和 性 和 等于零 ， 故 
CeatT-p) ES (从 六 证 
于 是 Q4(7 一 己 )E 工 -< (xx 入 wo， 由 此 知 QA (TI-P})uE€ 
CX)。 销 合 (20) 得 Qu EC TD), 故 驴 关于 =Aw 而 育 ， 
满足 定理 2 的 一 切 条 忻 ; 到 此 有 (x, 6°) 人 到 下 (p) = 
WW F(Au). 

减 未 论 在 哪 各 情况， 都 有 Cx? ,6°) EFF(Ay), 

扒 论 4 设 #EE 多 '()，AECLM(X), 日 或 者 4E'()， 
或 者 4 为 适 和 DOD， 旭 有 ; 

F(AINCH FCehar(t Ad) UmFr(An) (C21) 

淮 论 5 设 A4ECLMN(A) 为 航 半 型 gDO， 则 有 

WW FOANN = FN). . 《33) 


* 


注 4 满足 (22) 的 中 DO 称 为 严格 亚 要 图 江 子 。 推论 5 支 明 
椭 加 笋 子 必 为 严格 亚 狂 申 全 子 ， 
3.6.3 广 画 的 微 启 部 化 及 东 积 
定义 2 变 (x1 2 人 xfRa 0 引进 商 空间 
BK) = BR) HED(E), 
(x° ,6° ) EW PCH)}, (23) 
而 称 为 (x 59) 处 的 微 广 肖 空间 或 广汉 空间 多 1 让) 让 (x?, £9) 
处 的 微 局 部 化 。 
定理 4 表 肖 。 每 个 经 典 适 氢 微 分 人 条子 .4 引出 线性 器 身 
A Bx, E> (x ,£1'), 
车 更 很 定 万 在 Cx";E') 为 烽 图 滁 的 ， 风 这 个 贞 身 是 证 道 的 。 
很 多 重要 的 广 汪 空 间 痢 可 以 微 局 部 化， 久别 地 ， 空间 
五 ,CR 可 微 局 部 化 。 下 面 对 它 作 简 要 的 介绍 。 
汶 了 便 王 卉 解 ， 先 引进 瑞 AR?) 音 点 x 人 六 的 辣 剖 化 概 


仿 . HCR) {oC loli [C+ IE) dc 于 


定 尖 3 称 广 函 # 在 点 x?"E 天, 毅 于 J 上"( 及 ), 车 存在 某 
PE EC PX PC 使 PrE 忆 :这 起 肋 广 明 # 在 % 的 菜 
倒 域 o 革 的 继 莹 属于 互 。(o))。 

准 相 地 ,可 定 闵 广 还 # 在 (x 5°) 蕊 尖 x (RD0) 襄 于 地 1°* 
如 下 。 

定义 4 设 CxX?，5°) 忆 六 Xx( 民 Rn 信人 0)，4 毛 多 '( 污 }。 车 有 基 
个 适 所 第 分 算 子 AECL?ICX), (x 2) char(Ad)， 信 Aw€ 
85(C 广 )， 则 称 在 Cx* "87) 有 #8 全 45x? ,E07)。 

命 古 1 设 #w 在 (x';é?) 属 于 如 4" “(了 )， 则 ww 可 分 解 为 


只 二 和 | 十 下 2 (24) 
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其 中 中 EIB""(X), 且 (x' ,8 ERC,), 
反之 ， 落 4 E 区 后 ) 有 上 还 分 解 (24)， 间 对 短 个 其 下 述 性 
质 的 4， 有 A4E TT,。 这 围 4 满足 紧 求 4ECL?'(XX), 且 在 
(x ) 的 不 与 矿 FF(w;) 相 交 的 狂 邻 域 o x 本 中 ,有 
Ts=0(modS "(ox DY)., (25) 
证 1) 因 4 在 (<x? ,5E?) 汶 椭 癌 型 算 子 , 故 存 在 BE CL"(X)， 
使 4 = 如， 县 乓 在 (%9 ,5 ) 的 某 个 难 分 戌 x 六 中 届 L™*， 
即 5a==O(modS-"(wx 栈 ))， 于 是 
u= BAut+(— Ru)=y, 7H 
其 中 as BA4E HE (于 )，#; = 一 Ry。 显 热 有 (x*，5*) 估 
WW F(a,). 
2) 逆 合 题 是 显然 的 ， 只 须 注意 At, CH 
推论 6 #4 在 Cx",&") 属 于 右 1°%*( 廊 ) 的 充 融 条 件 是 ， #4 有 谷 
题 1 所 述 人 性 奈 的 分 解 (234)。 
命题 1 表明 于 述 堂 多 是 十 分 虽然 的 。 
定 尽 5 设 (Xx? ,8°)EEXX(RN0)， 沁 
Htx d= HCX)/ {uuE H(AX), 
Cx, BEN PFC)}, (27) 
而 称 为 二 ,在 点 (x", 5?) 的 微 局 部 化 。 
对 于 其 它 奖 型 章 广 画 空 间 已 ， 只 要 有 具 人 性 质 
CCLOIFEOF 
都 可 通过 上 述 途 径 把 它 微 局 部 化 。 
微 局 部 化 的 重要 作用 在 于 : 它 可 使 奇 性 的 分 析 关 为 简化 及 
精确 化 。 由 于 奉 涉 较 和 多， 这 里 不 可 能 详细 论述 。 
下 面 转 入 波 惨 集 在 广 质 乘法 问题 上 的 应 用 。 
设 tj EE 多 (了)，7 =1;3。 鞍 
WFan y+ Fu) A x (R00), {27) 
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即 车 不 存在 (Y? 5") EWF(G4,)，。 售 (x?， 一 EWFCu,)， 
塌 可 定义 蒋 宽 # ue € 作 人 汪 )， 
事实 土 ， 国 乘法 为 台 线 给 运 算 ， 刊 出 单位 分 解 ， 羡 斌 为 


及 #s 部 属于 @7(R*)， 且 它们 的 台 部 充分 小 ， 使 #7(8) 在 维 忆 ， 


外 急 降 ，#2(5) 在 惟 厂 ,外 急 降 ,是 太古 ;CRsN0， 即 厂 ! 及 
厂 , 中 每 一 个 都 不 含 另 一 个 的 对 径 点 (点 (x，5) 及 (x， 一 5) 互 为 
对 径 点 )。 在 通常 情形 


us EY su tu = (En) dn. (28) 


在 上 述 条 件 (27》 下 ， 积 分 (28) 络 对 收 黎 ， 事 实 上 ， 当 1791 一 ce 
有 时， 或 者 xi 一 2 高 降 ， 或 者 #040) 急 降 ， 讨 (28) 绝 对 收 敦 ， 
辜 可 定 头 积 #,# ;如 下 


so A (29) 
例如 ， 若 r(x) EC3CR")，|[r(x)dx =1， 0<rssl. 记 
re(x)=0-"r(e ); 计生 7 = 1,2， 


则 在 多 “中 趴 贡 合 性 定义 下 有 limu3" =#js 了 =1;2。 融 在 (29) 的 
意 关 下 有 
limat ru? = us, 
这 表明 用 (29) 定 义 荣 些 广 帅 葬 积 的 合理 件 ， 
例 1 设 # 所 狼人 (RR?)，RERI， 如 下 作用 于 Ww ECYCR:)， 
Gu 的 = [fal pC ex yd, FE CIHR), 
即 Suppak 二 {X12} = RX 者 虑 积 #oWp。 园 
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个 ~ 
ups) = i et ert ke de, = p(s, + REs:) 了 


喜 太 下 (6) 为 位 于 xri1(suppf 8) 而 淮 直 于 直线 Y， = xi 的 所 有 有 
法 线 的 集合 . 这 里 fT ， (x 1 RF) TEL 上 出 于 


Cm) = fcEs fr Cn yg dn 


= fcr den fC) en = fOr(0), 


故 得 aas = Ef oO) FoCO) GC, xs). 当 &_> 0 时 极限 不 存在 ， 


即 积 # ozai 无 定义 ， 因 这 时 条 人 性 (27 ) 不 成 立 。 

所 有 上 上 述 千 论 ， 也 可 直接 由 bz = p(xX1)6C%s 一 Rx1) 拱 嘲 ， 
事实 上 ，#Wogo 及 tptx 剖 无 症 义 ， 正 是 出 于 民 %2)6(x2) 及 5IX。 
一 上 x .76(xs 一 上 x 1) 各 无 定 父 所 致 。 抽 可 内 

FER) = {C(x 1s Bx, — RX Es)} 
说 [ 洽 806 不 他 帮 7? 


3.6.4 奇 性 传播 
最 后 介绍 一 上 奇 性 传播 定理 的 一 种 最 简单 的 形式 。 为 此 先 
引进 亢 特 征 (Bicharacteristics) 概 念 。 
设 af(x， 引 为 定义 于 瑟 xRa 的 实 值 党 请 画 数 、 考 虚 自 c(x， 
2)3 引 出 的 Hamilton 组 
dx da dé Lo aa 。 
dt dass’ at Bx 1 
定义 6 常 微分 方程 组 (39) 的 积分 曲名 (Xx(1)， 2(1)) 称 为 
函数 < ， 的 副 特 征 ; 车 它 估 atx( 站 ,下 四) 三 0, 即 称 为 零 避 特 


一 1， {30) 


时 这 称 处 理 乖 及 的 训 流 ， 当 刍 出 2.4 中 的 讨论 局 五 性 大 得 党 关于 这 一 方面 罗 
豆 进 工 牛 ， 见 ; WW,Ambross,],firreine angw.Math, ,315C1680)73-91. 
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征 。 

定理 5 cx 是 (30) 的 首次 积分 ， 即 ， 著 (x( 门 : 红 映 ) 是 
a 的 副 特征 ， 则 有 actx(10,E() 二 const。 

证 由 (30) 可 算出 


da _ Qo dx O00 ds 
Ci E(t)) = 三 ( 访 gt+ ET 中 二 


年 
一 人 法 -此 党 )=°, 

故 沿 副 特征 有 t==const。 

这 个 定 幅 合 零 剧 特 征 的 定义 有 合理 基础 。 

定理 6 谈 已 ECZEL(T)， 其 主 符 征 ba(x， 5) 取 实 值 ，u GE 
多 人 (下 )。， 且 或 已 所 通 台 ， 或 上 E 只。 车 了 为 pn(CxyE) 的 副 特 征 
的 连通 支 ， 而 不 与 WEICPu) 柑 交 ， 则 或 7 一 WFCa)， 或 了 
WFCn) = 扩 ， 换 句 活 说， 在 WFCPu) 的 余 集 中 ， 集 WF (wu) 关 
于 涪 Haxilton 组 


dx¥ pn, A341 ,Ops ;1,.. 
a | di 一 8 1=1;, 5 31) 


前 轨 线 (x( 让 ,就 站) 的 移动 是 不 变 的 。 
在 证 明 前 ， 先 举例 说 明 ，、 再 证 明 一 个 引 理 ， 
例 2 波动 方程 


站 2 打 
SAw=0 


在 RR"*+! 中 不 能 有 其 孤立 奇 点 或 蜂 奇 点 集 的 解 。 
事实 上 ， 这 里 贡 =2，pPa(x，5)= 一 55+ 151*。 相 应 方程 
组 (31) 有 解 
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ECnSt YX 站 
取 解 # 信 sing subpza 仿 昧 页 怠 , 则 得 在 点 (0;0， 6， SE WP(a)s 
i801 ?= 1 E2625 0， 
8) 对 记 有 的 实 局 WFEH)， 季 吉 叫 ， 对 一 团 实 有 (一 2 104， 
250) Csing supp#， 放 # 万 孤 训 者 点 或 紧 柯 点 集 ， 

引 理 5 谈 # E 名/ 区), 则 条 伞 (x" ,EE WFC4) 等 价 于 

(44) 和 存在 2 六 0 诺 瘦 AL%0) 为 定 六 于 {x 一 x*|<e, 8E 
Ry 入 0} 的 次 消 实 基数 ， 关 于 8 为 正 齐 一 次 ， 生 对 某 个 8。z09 有 


As(X' 9,) = 时 , 则 对 当 1x 一 "1 六 了 为 零 的 任 一 经 典 符 征 c6 


Cot{lx—%" | Cat x RF， 存在 人 在 RN0 中 的 链 邻 域 民 ， 使 
[uCx) ultx se 4 6 DCw[ 有 | 
EF ,||1, (32) 
证 1》 证 笨 伴 () 成 六 到 xj ECHR*)， 在 点 x' 的 某 


邻 域 中 a 二 1， 当 1x 一 x” 这 2 轩 $ 三 0, 并 坡 放 #1 6)= Xi19i 
1=1 ” 


故 交 =9 0 =8!;, 于 是 (Ux) ,GX eit. 0 ) -au(0), 而 在 
的 某 个 馆 邻 城中 和 总 队 。 出 此 知 [" 5) WE), 

2) 设 Cx ?25) 攻 WRPO#) ,水 兴 一 般 件 ,可 认为 4EZ 1CXY" 
取 4 及 a 如 (4) 中 记述。 用 4) 政 写 (32) 的 在 边 

CHCX) ,ax, yesatz gl ) 
= (ere Staa(x, INdxE EE. {33) 

把 (33) 理 解 为 振荡 积分 ， 选 5 的 充分 小 从 邻 域 五, 全 如 ( 引 在 其 
中 急 隆 。 周 Jfx .EEWPRen)， 这 是 可 能 的 。 分 (33) 有 过 
的 积分 为 和 f ，， 1。，+{ 河 3 的 丙 分 域 为 六 !， 册 1 则 对 5 洛 余 集 
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Ra 积分。 下 面 对 二 及 了 分别 进行 估计 。 
了 1) 在 1 ;中 对 x 分 部 积分 ， 并 利用 公式 
人 
1 工 下 也 的 系数 关于 8 站 正章 一 1 次 的 。 因 AzC X's 0,)=5?#0, 
有 42x39)| 二 0， 这 里 | x 一 XxX" 过 8， 日 所 二， 王 是 9 的 充分 小 
锥 邻 域 。 于 是 


1,=| | Lilet(s a(x Ou Ee-iatr. sdft. 


二 5m 1 
因 
lLiCetts Haw OSCat1+ [EN (1 01)-', 
EEF, 10|11, 
故 册 C6) 在 二 ,中 的 急 隆 人 性 得 
[TRACAL+t|0) 5 EL, |021. (34) 


Tz)】 为 信 这 ;应 对 % 把 整个 因子 e!' ”#4 作 分 部 积分 . 
选 点 b 在 Ra 改 0 中 的 难 邻 域 天 充分 小 ， 可 斌 为 
上 一 hg) 关 0， EM, EERsNT, |x—x"|<es 
砍 对 这 秋 (*,$5, 0) 有 
gredi((x,8)—A)= 0, 
这 就 能 保证 振 藻 积分 的 正规 化 。 事 实 上 ， 对 每 个 C 半 0， 有 
IE—As(x 0 C(IE|+ 101), 
OEr, EERs\!, |x~—Xo|<e, 
取 


dQ 


t= —ilE— A (x, 日 | 一 人 12 0)} DX 重 


d=, 
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tLellte, £9-A) = edtr. £9-42, 
获得 
ee 
7， = et -iarLig(x OI ue drs.(35) 
Er Ra~P, 


因 #E 而 有 人知 式 
[aE EC CI TEL ， 

C ,及 必 ,为 某 二 正 数 ， 改 对 充分 天 的 ! ， 积 分 (35) 绝 对 收 化， 
且 当 9E 太 ，|x 一 Xx" | 之 e 时 ， 可 用 Cell+ 1 六 估计 它 ,g 为 在 
总 正 数 。 这 个 佑 计 与 (34) 结 含 ， 即 完成 引 理 的 证 明 。 

注 5 出 引 理 5 的 证 明 可 看 出 ， 若 点 (x',5") 及 函数 a，4 合 
某 个 参数 ， 且 所 有 条 件 关于 此 参数 一 玻 咸 立 ， 则 (32) 中 的 Ci 
与 参数 无 关 。 

定理 6 的 证 明 1) 光 考虑 倩影 已 = 工 .9 _ 。 设 Pa=f， 且 


i Oxn 


(Cx) FRC)。 算 子 了 的 符 征 06 = 4 所 对 应 的 过 (x ,5") 
的 副 特 征 取 形 (x?… ,XxX + 59),t 是 泊 划 特征 的 参数 。 
识 / 是 这 个 剖 特 征 的 会 点 Cx? ,E") 而 不 与 这 ( 站 相交 的 共 连 通 
克 ， 今 证 朋 ， 式 /CCG4)， 或 A 站 了 PCG4)= 谨 ， 

设 已 给 定 引 埋 5 中 所 述 前 4(6x 0 及 6x， 9)。 记 

As (XO = ACX xn— ts 0 Osx Od) = 0% ,Xn—t,0), 
X= up 分 近 于 磺 C%Y -1% 十 二， 
59)， 且 在 焉 点 附近 ，4: 有 定义 ， 显 然 ,任意 选择 4 及 a, 可 认为 
Ai 下 村 为 在 点 (2 XR 二 5 小 是 (CAD 的 任意 函数 ， 
因 

ern (ee) 


a 全 站 日， 


I) 


= (i ,are tat)=h(t,0), (36) 
碟 由 条 值 了 NYF(OF)= 名 及 注 4 知 ， 对 t - 致 有 

[ROCESSCwC1+ ON, EDT, 01l, (37) 
蔚 中 六 次 94 的 充分 小 链 邻 域 。 由 此 得 


|{u ,0s ie | — (WG 6 At,)| 


二 
-| Psare tad 雪上 一生 CI+19D {38) 
+ 


教 车 Cx，gre- 14#) 对 菜 个 ?关于 8 在 三 中 急 隆 ， 则 对 任何 固定 的 
f 也 如 此 。 这 正 是 定 坦 6 所 求 结 采 。 
2) 再 设 了 为 作 意 的 一 阶 经 典 4DO， 邑 PECIL!, 但 具 实 
的 主 符 征 p,CxX,5)， 先 证 (36) 角 成 立 。 为 此 应 选择 合 参 数 T 的 
画 数 4 了 及 ao， 使 
1 Hae tt) Prae- tt) = O( 0)-™), 


Oy = 1+1912 。 (39) 
对 ?一 侨 关 于 LE 成 立 ， 基 中 改 为 任意 正 数 ， 且 当 7 = 0 时 ， 在 
点 (x ,6 )， 条 伯 (4) 成 了 江 ， 
急 降 条 件 (39) 引 让 4 的 方程 ( 兴 程 方程 ) 


84 
9 一 外 (xyha) =0. 《 40 


对 小 的 r 及 江 意 给 定 的 初 值 41y-。 存在 解 4。 重 要 的 拓 ， 沿 疙 的 
副 特 征 (x(r2,st7)) 应 有 
Nr yx(r), O07r) = 一 此 (Cr)， 了 = 《 生 ]1) 


" 307 " 


只 要 它们 当 r = 0 时 成 立 :而 这 蚌 我 们 须 仿 定 成 立 的 。 事实 上 ， 
由 于 


4 


= (> Ps = ar), 了 = 了 


上 这 入 兴 成立 
由 (39) 还 可 对 6 的 浙 近 展 式 的 各 齐 深部 分 0j 引 出 方程 (传输 - 
方程 ，Transport eg,》 


Se p(x, DYa, + g(x, D)as = 由 


cg。 1 +g(x;D)a, thR,=0, 


Ow p, (x, D)a-wt Ax, Da-wt Rw= O00"™). 


这 里 9 为 零 阶 中 DDO， 与 4: 有 关 ， 而 民 y 则 只 与 91 ,0905…， 9-y+1 有 
关 。 著 给 定 初 值 of | :-,， 容 易 递 推 地 求 出 of 。 但 注意 of 的 台 
suppaei 泊 训 (xz 的 副 特 征 迁 移 ， 

基于 上 述 ,以 下 的 讨论 对 小 的 r 完全 奖 似 于 算 于 P= 闻 这 


的 情形 。 可 注意 ， 限 定 于 小 的 +r， 并 不 损害 一 般 人 性， 因 定 理 6 
只 须 在 局 部 意义 下 证 明 。 
3) 最 后 考虑 任意 的 mm 阶 经 典 ?DO。 设 Q 为 1 一 nm 阶 椭 回 型 

经 典 的 适中 DO， 肯 实 的 主 符 征 x，5)， 记 P, =PQ， 则 PP， 
为 一 阶 经 典 DO， 其 主 符 征 P (x，8)= pn(X,5)9(X <)。 据 
推论 4 ， 在 定理 6 中 只 须 考 虑 零 避 特征。 但 由 关系 式 

(六 ={ Dn) Ft Dnds 【由 mm)EG8 

( 当 pn = 0) 
(Pi)x= (pn)rd+ pmds = Chmn) zd 
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上 夏 男 数 户 ;六 pa 人 人 开放 放生 一 仆人 所 。 尺 用 推论 5， 
铅 定 理 和 对 疡 的 拓 论 可 站 证 着 二 地 有 证 于 。 
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